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Vorrede. 



Am Schlüsse der Vorrede zu meinem »»Systeme der analytischen Geome- 
trie« habe ich die Verpflichtung übernommen, der Darstellung der allgemeinen 
Gesetze 5 welchen die algebraischen Curvcn überhaupt unterworfen sind, eine 
besondere Schrift zu widmen. Indem ich dieser Verpflichtung hiermit nach- 
komme, liegt der Cyclus meiner Arbeiten im Gebiete der analytischen Geome- 
trie vollständig vor. 

Von den beiden Haupt- Abschnitten , in welche die vorliegende Schrift 
zerfällt, beschäftigt sich der erste mit der Theorie der unendlichen 
Zweige. Die neue Art der Behandlung gestaUet uns diesen Gegenstand weit 
über diejenigen Gränzen, welche den bisherigen Methoden zugänglich waren, 
auszudehnen und ihn, in gewissem Sinne, zu erschöpfen. Um das eben Aus- 
gesprochene zu bestätigen, möge, beispielsweise, die Unterscheidung der Curven 
vierter Ordnung, nach der Natur ihrer unendlichen Zweige, als Anhaltpunct dienen. 
Es sind neunzig Jahre her, dass Euler, dieser, nicht hoch genug zu feiernde, Geo- 
meter, seine Aufzählung der verschiedenen möglichen fälle niederschrieb, die un- 
verändert, bis auf die neueste Zeit, in alle Ausgaben und Uebcrsetzungen seiner 
»Introductio» übergegangen ist. Ich habe meinerseits im 7. Paragraphen des ersten 
Abschnittes eine Eintheilung der Curven vierter Ordnung nach der Art ihrer 
unendlichen Zweige gegeben und in den beigefügten Noten diejenigen Resultate^ 
zu denen ich gelangt bin, mit den Eule raschen zusammengestellt. Ein Blick 
auf diese Noten weiset eine Reihe von Unrichtigkeiten nach, deren grosse An- 
zahl uns befremden müsste, wenn wir nicht envögen, dass Euler, ohne den 
absUacten Gedanken durch irgend eine Anschauung zu unterstützen, nach Ana- 
logiecn schliesst und dass man solchen Schlüssen nirgendwo mehr misstrauen 
muss 5 als gerade in Untersuchungen der fraglichen Art. Der Keim des Irithüm- 
lichen liegt schon in der Auszählung der Curven dritter Ordnung, stellt sich 
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uns hier indess mehr als blosse Ungenauigkeit dar*]j halte Euler die Aufzäh- 
lung der Curven iiinfler Ordnung auf gleiche Weise ausgeführt ^ so halte das 
Unrichtige und Ungenaue das Richtige weit übenvogen. Von der Möglichkeit 
der aufgezählten Fälle hat sich Euler meistens nicht überzeugt; er hätte es auf 
seinem Wege, wenn überhaupt, doch wenigstens nicht ohne die grösste Weitläu- 
Ijgkeit, vermocht. Unsere Methode erlaubt uns, ohne allen Anstand, fiir jeden 
besondern Fall die entsprechende allgemeine Gleichung hinzuschreiben, so dass 
zugleich in der Form dieser Gleichung die Natur der verschiedenen unend- 
lichen Zweige der Curve, unmittelbar und vollsläadig, ausgedrückt liegt. Bei 
der systematischen Zusammenstellung der verschiedenen Fälle ist es eine 
abstracte Zahl, die uns leitet und controlirt; wir brauchen bloss zu zäh- 
len, wie viele Constanten in unsern Gleichungen vorkommen. 
Für die Unterscheidung der Curven fünfter Ordnung, nach der Natur ihrer unendli- 
clien Zweige, finden sich alle Elemente vor; diese zn einer vollständigen Aufzählung 
iler verschiedenen Arten zu vereinigen, schien mir überflüssig, weil die Curven die- 
ser Ordnupg im Ganzen noch zu weit ausser dem Bereiche unserer Anschauung 
liegen. Ich habe, um alle Schwierigkeilen einer allgemeinen Discussion zu he- 
ben, oft Curven von höherer Ordnung betrachten müssen. Während auf diese 
Weise das Feld der Untersuchungen sich durch das Ansteigen der Ordnung er- 
weitert hat, erhalten andrerseits, bei Cui*ven der niedern Ordnungen speciellere 
Untersuchungen ein erhöhtes lateresse. In dieser Rücksicht haben wir, in dem 
falle der Curven dritter Ordnung, nicht nur das, was auf die l^losse asympto- 
tische Berührung, sondern auch Alles dasjenige, was die Osculation der unend- 
lichen Zweige solcher Curven mit Curven der zweiten und selbst mit andern 
Curven der dritten Ordnung betrifft, vollständig behandelt. Hier sind wir nament- 
lich zu der linearen Construction desjenigen neunten Punctes gelangt, in welchem, 
nach einem merkwürdigen Satze, eine gegebene Curve der dritten Ordnung von 
allen andern Curven dieser Ordnung, welche durch acht, auf dem Umfange der 
gegebenen willkührlich angenommenen, Puncte gehen, geschnitten wird: eine 
Construction, die auch dann noch ihre Geltung behält, wenn die fraglichen acht 
Puncte alle oder zum Theil zusammenfallen, oder auf einem oder auf mehreren 
Zweigen der gegebenen Curve unendlich weit liegen. In den Gleichungen dei* 
Curven der vierten Ordnung, denen ich überhaupt eine besondere Vorliebe ge- 
schenkt habe, weil wir sie eben noch mit unserer Anschauung erreichen kön- 
nen, habe ich, um den Lauf der unendlichen Zweige so genau als^ möglich 
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darzustellen, nicht bloss funfpunclig osculirende KegelscliDiUe, sondcra auch 
achtpuDCtig osculirende Gurken der dritten Ordnung in ^idenz gebracht. 

Die Theorie der singulären Puncte bildet den Gegenstand des zwei- 
ten Abschnittes. Hier bin ich Ton der Grund - Ansicht ausgegangen , dass^ 
wenn wir diese Theorie an die Discussion des wahren Werthes des gewöhnli- 
chen Differential - Coefficienten , welcher^ auf einen solchen Punct bezogen, 
unter der Form'g erscheint, anknüpfen, wir nothwendiger Weise zu dem Re- 
sultate gelangen, dass, zur Erforschung der Art' des singiilären Punctes, der Lauf 
der Curven-Zweige in der Nachbarschaft desselben discutirt werden muss; wäh- 
rend aus der Betrachtung der beiden partüllen Differential-Coefficienten, deren 
Quotient der oben erwähnte gewöhnliche Differential-CoefiTicrent ist, die Natur 
des singulären Punctes sich unmittelbar erkennen und analytisch bestimmen 
lägst. Dieses neue Princip für die Discussion der singulären Puncte, das von 
dem gewöhnlichen ganz verschieden ist, schliesst sich enge an unsere übrigen 
Betrachtunj^Bweisen an, wonach wir in der Gleichung der Curve einen singulä- 
ren Punct, von welcher Art dieser auch sein mag, und auch mehrere solche 
Puncte zugleich, in Evidenz bringen können. Aus der Form einer solchen Glei- 
chung tritt uns hierbei diejenige Particularisation, welche überhaupt eine Ciu*ve 
dadurch erleidet, dass sie einen oder mehrere Puncte der fraglichen Art erhält, 
unmittelbar und vollständig entgegen. Bei'Curven der vierten Ordnung haben 
wir alle möglichen Fälle erschöpft j die entsprechenden analytischen Formen 
konnten wir auch hier ohne Anstand hinschreiben, w obei das Zählen der Con- 
stanten dieselbe Bedeutung hat, als früher. 

Was einer systematischen Discussion der singulären Puncte bisher am mei- 
sten entgegenstand, war, dass man Singularitäten von ganz heterogener Art in 
einer Untersuchung zusammenschmolz. Ich habe bereits im »»Systeme« darauf 
hingewiesen, wie das Singulare sich einmal auf die Entstehung der Curve durch 
die Bewegung eines Punctes, das andere Mal auf die Entstehung derselben durch 
die Bewegimg einer, sie umhüllenden, geraden Linie bezieht. Der Ucbergang 
von der einen Entstehungsweise der Curve zur andern ist ein discontinuirlicher j 
indem das Princip der Reciprocität beide verknüpft, gibt es unerwartete Auf- 
schlüsse über die eigentliche Natiir der singulären Puncte und regt Fragen von 
einer ganz neuen Art an. Mit diesen habe ich mich mit Vorliebe im 4. Para- 
graphen des zweiten Abschnittes beschäftigt. Unter andern Resultaten, nenne 
ich hier bloss eine merkwürdige Gleichung des . vierten Grades zAvischen der 
Anzahl der Doppelpuncte, der Anzahl der Doppel -Tangenten, der Anzahl der 
Spitzen und der Anzahl der Wendungen irgend einer Curvcj von der wir bloss 
voraussetzen, dass sie eine algebraische sei. Im letzten Paragraphen findet man 
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die ersten direclen Unlersuchangen über Doppel-Tangenten, welche, in so weit 
sie die Curven der v^prlen Ordnung betreffen, an die Discussion einer symme- 
trischen Form sich anschliessend In solchen Discussionen spricht sich der 
Character unserer Methoden am klarsten aus und daher bin ich gern in ein 
grösseres Detail eingegangen; deii Gegenstand erschöpfen, hiesse indess die Cur- 
ven der vierten Ordnung, deren allgemeine Gleichung Riesen Entwicklungen zu 
Gmnde liegt, vollständig discutiren. 

Das Kriterium lur clen Werth oder Unwerth eines neuen Residtates, wie 
einer neuen Methode, liegt keinesweges in ihrer möglichen Nutzanwendung, 
sondern vmmitlelbar in ihnen selbft:. sie müssen, ich glaube mich nicht be- 
zeichnender ausdrücken zu können, ein rein ästhetisches Interesse ftir sich in 
Anspruch nehmen. Keine der verschiedenen mathematischen Disciplinen ist 
einer solchen Eleganz mehr fähig, als die analytische Geometrie, der Einfluss, 
den, in dieser Beziehung, namentlich Monge's Arbeiten auf mathematische 
Darstellung überhaupt gehabt haben, ist allgemein anerkannt. Hiei^ist es, wo 
ich gelernt habe und wo sich die Richtung, welche meine mathematischen Be- 
strebungen genommen haben, bestimmt hat. Um das Charactenstische der vor- 
liegenden Schnd hervorzuheben , komme ich nicht mehr auf dasjenige zurück, 
was dieselbe mit meinen frühern Arbeiten gemein hat. Eigcnthümlich ist ihr 
ein, schon oben erwähntes, höheres Princip, welches diejenigen, von denen 
ich bisherausgegangen bin, beherrscht und welches darin besteht, dass wir die 
Constanten, von welchen eine Curve abhängt, zählen. Schon die 
Sätze der 7. — 11. Nummer in den einleitenden Betrachtungen bieten hierher 
gehörige Belege. Niemals halle ich früher geahndet, dass abslracte 'Zahlen so 
allgewaltige Bedeutung im Gebiete der geometrischen Anschauung haben könn- 
ten. Das neue Princip rückt die, dem Anscheine nach, verschiedenartigsten 
Resultate einander näher und, indem es sie in gegenseitige Abhängigkeit bringt 
brauchen wir uns nicht mehr damit zu begnügen , uns von der Richtigkeit 
derselbe^ überzeugt zu haben, sondern, wir können auch nach der Nolh- 
we^digkeit eines geometrischen Resultats und pach der Slellung fragen, die 

dasselbe im grossen Ganzen der Geometrie einnimmt ^ 

« 

Bonn, am 4» September 1839.. 
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eines ueunpunctigen Contacts. 6l. Verallgemeinerung. Wenn auf einer gegebenen Curve der 
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denjenigen neunten Punct zu bestimmen , in welchen die gegebene Curve von allen übrigen, 
welche durch die acht gegebenen Puncte gehen, geschnitten wird. 62. — Gegenseitige Ab- 
hängigkeit des Laufes der verschiedenen Zweige ein und derselben Curve. 63. Wenn eine 
Curve der n. Ordnung (n — 2) dreipunctig osculirende Asymptoten hat, so ist das Maass der 
Annäherung der Curve an ihre beiden andern Asymptoten dasselbe. 64. Wenn die Curve 
(^n — 3) vier- oder mehrpunctig osculirende Asymptoten hat, so liegen die gemeinschaftlichen 
Mittelpuncte derjenigen drei Gruppen von Hyperbeln, welche die Curve auf den drei übri- 
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sultate der beiden letzten Nummern bringt der Fundamental-Satz der 9. Nummer unter den«, 
selben Gesichtspunct. Ihre Verallgemeinerung. 66' Bestimmung, wie in der allgemeinen 
Form 8a -f" ^9a— s -f" vBa l -f- • . die unendlichen Zweige stufenweise Immer genauer be- 
stimmt werden, wenn eine grössere Antahl von Gliedern gegeben ist. 67* Anwendung auf 
Curven der dritten Ordnung. Construction des Maasaes der Annäherung auf der dritten Asym- 
ptote, wenn dieses .Maass für die beiden ersten Asymptoten gegeben ist. Zweite Construction. 
68 — 70 Construction der Curve, weun, ausser dem Maasse der Annäherung auf ihren drei 
Asymptoten, noch Irgend ein Punct der Curve gegeben ist 71. Construction der Curve, 
weun auf ihren drei unendlichen Zweigen bezüglich vier , drei und zwei Puncte gegeben 
sind. 72. 
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welche den Lauf der Curven einer bieliebigen Ordnung bestimmen. 



1. Bevor wir in den eig^entlichen Gegenstand dieser neuen Untersuchungen aus dem 
Gebiete der analytischen Geometrie eingehen , scheint es mir wesentlich , gldch von Vorne 
herein 2wei Puncto scharf ins Auge zu fassen: den Algorithmus und das allgemeine 
Princip unserer Entwicklungsweisen. Auf dieses werden wir bald zurttckkommen (6.-11.). 
Was jenen Algorithmus betrifft , so besteht derselbe durchaus nicht in einer neuen und frem- 
den Bezeichnung j sondern einzig und allein darin , dass wir gewöhnliche algebraische S>in- 
bole unter einem eigenthflmlichen Gesicfatspuncte auffassen und behandeln. Der Keim dieser 
Auffassungsweise liegt schon in den beiden Banden der analytisch geometrischen Entwich^ 
lungen^ sie selbst ist in dem Systeme der analytischen Geometrie entwickelt und in An- 
Wendung gebracht worden und hat sich, auch noch nach Erscheinen desselben, immer reiner 
und characteristischer ausgebildet Die nächstfolgenden Nummern, die einer kurzen Dariegung 
des fraglichen Algorithmus bestimmt sind, werden sich um so übersichtlicher darstellen, weil 
wir hier ausschliesslich ihre Beziehung zu der allgemeinen Theorie der algebraischen Curven 
im Auge haben, wahrend in der zuletzt genannten Schrift ausserdem auch noch andere Ge- 
sichtspuncte festgehalten werden mussten. Zugleich wird auf diese Weise die vorliegende 
Arbeit zu einem selbststandigen Ganzen abgesdilossen. v • 

8. Wir werden überall gerade Linien nach einem finzigen Bnchstaben des grossen latei- 
nischen Alphabets, zum Beispiel nach P, Q, R, S • . benennen, und dann die Abstände 
irgend eines zu bestimmenden Punctes von diesen geraden Unien, oder allgemeiner, diese 
Abstände , nachdem sie zuvor mit willkflhrlichen Coefllcienten multiplicirt worden sind, durch 
die entsprechenden Buchstaben des kleinen Alphabets, also durch p, q, r, s • . bezeichnen. *) 
In dem Verlaufe derselben Entwicklung bleiben dia' eben erwähnten CoettdenteB unverän- 
dert dieselben, sie sind constant In den allgemeinsten Entwicklungen brauchen wir auf 
ihre Werthe durchaus keine Rücksicht zu nehmen ; in besondem Fallen %erden wir dieselben 
von Vorne herein willkührlich annehmen und dann dadurch erst den Ausdrücken p, q, r, s . ., 



*} Oft wir im Verlauf unserer Üntersncliungen oft auch ganze Zahlen to beteichnen haben, wollen wir 
diese swar auch durch Bachstaben dsa kleinen lateinischen Alphabets «tnsd rucken, aber, der Unter- 
scheidung wegen , hiercu ifor Garsiv - Schrift n, m > , uns bedienen. Constante Coe/Bcienten werdeD 
wir, wie bisher, überall durch die Buchstaben des kleinen griechischen AlphabeU bezeichnen. 
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nachdem die bezüglichea geraden Linien gegeben sind , eine vollkommen bestimmte geome- 
trische Bedeutung beilegen. Diese Ausdrücke ändern im Allgemeinen, Jl>ei einer Orts- Verän- 
derung desjenigen Punctes, auf welchen sie bezogen werden, ihre M^erthc: sie sind verän- 
derliche Grössen, dief von der Lage dieses Punctes abhängen. IhreWerthe 
verschwinden und verschwinden nur dann, wenn der fragliche Punct auf den bezüglichen 
geraden Linien liegt , das heisst mit andern Worten : es sind die Gleichungen : 

p = o, 9=0? r = o, s = o,., 

die Gleichungen der geraden Linien P, Q, R, S . . . Die Lage eines Punctes ist durch die 
Werthe irgend zweier der obigen veränderlichen Grüssen , wenn die beiden bezüglichen ge- 
raden Linien gegeben sind , auf lineare M'eise bestimmt, denn es wird dadurch der fragliche 
Punct, als der Durchschnitt zweier gerader Linien , die den beiden gegebenen bezüglich pa- 
rallel sind, bezeichnet. Die allgemeine Gleichung^ des ersten Grades zwischen solchen zwei 
veränderlichen Grössen i^t die Gleichung einer geraden Linie und da jede beliebige gerade 
Linie auch durch ein einziges Symbol bezeichnet werden kann, so folgt dass jede der ver- 
änderlichen Grössen p, q, r, s • . eine lineare Function irgend zweier andern ist, die wir 
unter denselben wiUkührlich auswählen können. In die Reihe dieser Grössen gehören auch 
gewöhnliche, auf irgend zwei Coordinaten-Axen bezogene, Parallel -Coordinafen, y und x. 
(Hierbei ist jedoch nicht zu übersehen , dass die gerade Linie Y , welche , unserer Bezeich- 
nung gemäss, zu dem Abstände y gehört, nach der gebräuchlichen Benennung, die Axe der 
X , und die gerade Linie X, welche zu x gehört, die Axe der y ist) Wir werden überhaupt 
jene veränderlichen Grössen, in so fem wir nicht an ihre geometrische Bedeutung, sondern nur 
an ihre gegenseitige analytische Bestimmung denken, lineare Functionen nennen; sie 
sind insbesondere lineare Functionen gewöhnlicher Parallel -Coordinaten. 

3. In unsern Bctrachtungsweiseli ergibt sich die Theorie der entgegengesetzten Zeichen 
unmittelbar; wir wollen sie hier an die Schluss-Bemerkung der vorigen Nummer, dass p, q, 
r, s . • lineare Functionen gewöhnlicher Parallel - Coordinaten sind , anknüpfea Zu diesem 
Ende können wir die Coordinaten-Axen immer so annehmen, dass für. alle zu betrachtenden 
Puncte die beiden Coordinaten y und x positiv sind : eine Voraussetzung, die immer statthaft 
bleibt , selbst dann , wenn wir Curven mit unendlichen Zweigen und as}inptotische Annähe- 
rungen betrachten , weil bei allen solchen Betrachtungen der Begriff des Unendlichen bloss 
der Begriff einer Gränze ist^ der wir uns im endlichen Räume immer mehr annähern können 
und es die Art dieser Annäherung ist , die wir eigentlich betrachten. In dieser Voraussetzung 
sei p = M (y-^ax + ß), 

wonach w ir fät die Gleichung der entsprechenden geraden Linie P jede der folgenden beiden 
nehmen können : P = 09 y + ax + /9=o. 

Für solche Puncte , die in gleicher Entfernung auf den beiden Seiten der Linie P liegen , ist, 
der Deünition gemäss, der absolute Werth von p derselbe. Ob, für einen gegebenen Punct, 
p positiv oder negativ ist , hängt gleichzeitig vom Zeichen von fi und vom Zeichen des Aus- 
drucks (y + ax + ß) ab. Es ändert a)so p , weil /i constant ist , sein Zeichen nur dann, 
wenn der gegebene Vunct von einer Seite der Linie P auf die andere hinflberrückt Mir 
können, für einen willkührlich angenommenen Punct, den Werth von p gleich von Vorne 
herein positiv setzen, alsdann ist das Zeichen von p für alle Puncte gegeben: für solche 
Puncte, welche mit dem angenommenen auf derselben Seite der Linie P liegen, ist der Werth 
von p positiv , für Puncte auf der enfgegengesetzteii Seite negativ. Die gemachte Voraus- 
setzung kommt aber daiauf hinaus nachträglich das Zeichen von /i , oder die Richtung der 
Linie X (Coordinaten-Axe der y) gdiörig zu bestimmen. Was nemlich den Ausdruck (y + «x -hß) 
angeht, so ist der Werth desselben von der Lage und Richtung der Linie Y (Coordinaten- 
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Axe der x) ganz imabhttngig, während er^ wenn die Linie X ihre Richtung ändert im All- 
gemeinen sieh ebenfalls ändert und woin diese Richtungs-Aenderung insbesondere zii'ei Rechte 
beträgt, zmar unverändert bleibt aber sein Zeichen vertauscht. Erst nachdem wir von Vorne 
herein xum Behuf der Bestimmung unserer linearen Functionen die positive 'Erstreckung der 
letxtgenannten Axe dn fär alle Mal festgesetzt haben, hängt das Zeichen jeder einzelnen 
linearen Function p , wenn sie auf einen gegebenen Punct bezogen wird , einzig und allein 
noch vom Zeichen des Coefficienten fi ab. Aber auch ohne uns irgend darum zu kümmern, 
wodurch das Zeichen von p eigentlich bedingt iiird, können wir, ohne Weiteres, eine po* 
sitive und eine negative Seite der Linie P annehmen. 

Auf gleiche Weise können wir eine positive und eine negative Seite für jede der andern 
Linien Q, R, S . . von Vorne herein beliebig annehmen und die Zeichen • Bestimmung ist 
vollständig, wenn wir für einen beliebig angenommenen Punct die Zeichen der Werthe aller 
linearen Functionen p, 4, r, s • . willkflhrlich und unabhängig von einander feststellen. 

Hierbei verdient bemerkt zu M^erden, dass wenn diese Zeichen - Bestimmung einmal ge- 
macht ist nur gewisse Combinationen der Zeichen der verschiedenen linearen Functionen für 
denselben Punct Statt finden können und die übrigeu Combinationen ausgeschlossen sind, sobald 
die Anzahl der linearen Functionen Zwei übersteigt. Denn, ii'enn wir diese Anzahl überhaupt 
n nennen, so ist die Anzahl aller Zeichen-Combinationen it'; die Anzahl derjenigeu aber, die 
möglicherweise Statt finden können , ist nur der Anzahl deijenigen Flächen - Räume gleich, 
in welche die Ebene von den n geraden Linien P, Q^ R, S . . getheilt iiird und beträgt 

hiernach nur ( — ~ ^ "^ ^ ) ' W^**" ^*' ^^^^ Beispiel bei vier linearen Functionen ste- 
hen bleiben, so bilden die denselben entsprechenden vier geraden Linien im Cranzen elf Flä- 
dien - Räume und fünf Zeichen - Combinationen sind nicht möglich. Unter jenen elf Flächen- 
Räumen befindet sich ein geschlossenes Viereck ohne einspringenden Winkel und wenn wir 
etwa den vier linearen Functionen für die Puncto innerhalb dieses Vierecks allen das positive 
Zeichen beilegen, so befindet sich unter den unmöglichen Combinationen namentlich auch die- 
jenige , in welchen alle vier Functionen • Werthe negativ sind. 

4. Jede unserer linearen Functionen hängt von drei Constanten ab. Diese treten in 
Evidenz, wenn wir irgend zwei lineare Functionen q und p von Vorne herein willkührlich 
bestimmen, und dann alle übrigen durch diese beiden ausdrücken. So hängt indem wir 

s = Aiq + Ap + X *) 



*) Wir wenden hier wiederum dai Zeichen = an, um identische Gleichungen von gewohnlichen zu 
unterscheiden; eine Unterscheidung, die gerade ftir unsere Betrachtungsweisen ton Wichtigkeit ist. 
Gewöhnliche Gleichungen drücken Grössen -Beziehungen, identische Gleichungen bloss analytische 
Form-Beiiehungen aus. So bedeutet die Gleichung des TesLtes explicite , dass wir s als eine Fun- 
ction von p und q einfuhren oder auch impUcitep dass wir s, so wie p und q^ als Functionen 
irgend zweier Teriinderlichen Grössen betrachten und dass alsdann, wenn wir Alles durch diese aus- 
drucken, die Gleichung auf os o sich reducirt und also nichts mehr aussagt Ofl macht man den 
Uebergang von einer gewöhnlichen zu einer identischen Gleichung ohne sich dessen klar bewusst 
zu werden. Eine gewöhnliche Gleichung zwischen drei oder mehreren Functionen, wird, wenn wir 
uns diese von zwei andren abhängig denken, in Beziehung auf diese eine identische, und umge- 
kehrt wird jede identische, wenn wir die in ihr vorkommenden Functionen gruppenweise zusammen- 
nehmen, und selbstständig für sich constrairen, eine gewöhnliche. So enthält die identische Glei- 
chung, in der wir uns des spater einzuführenden Algorithmus bedienen, 
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setzen j die Function s von den drei Constanten /t , X und jc ab , von den Werthen dieser 
Constanten zur Bestimmung^ der Function s kann aber erst nach der vollständigen Bestim- 
mung von p und q die Rede sein. 

Mir können die drei Constanten , von welchen eine lineare Function abhängt, so abson-' 
dern, dass zwei derselben auf die Bestimmung der bejEtiglichen geraden Linie kommen, und 
die dritte ein constanter Coefficient ist, von welchem unsere Definition überdiess noch eine 
solche Function abhängig macht Diess kommt dann darauf hinaus , die letzte Gleichung 
unter der nachstehenden Form zu schreiben : 

s = /< (q + ap + ß). 
Die Bestimmung der Functionen p und q behält hierbei ihre ganze Vlllktthrlichkeit ; wir können 
sie insbesondere so feststellen, dass sie kürzeste Abstände von zwei M'illktthrlich angeuom« 
menen geraden Linien, P und Q; oder auch Parallel-Coordinaten bedeuten. In dem letztem 
Falle bedeutet ^alsdann der Ausdruck (q + ap+/?) den, nach der Richtung der geraden Linie 
P genommenen. Abstand des bezüglichen Punctes von der geraden Linie S. Diese Richtung 
bleibt also dieselbe für die Construction aller linearen Functionen, so dass die Werthe der- 
selben, wenn sie auf einen gegebenen Punct bezogen werden, als diejenigen Segmente sich 
darstellen, welche auf einer durch den gegebenen Punct gehenden geraden Linie, zwischen 
diesem Puncte und den , jenen linearen Functionen entsprechenden , geraden Linien li^geto. 
Hierbei wird also die Beziehung der verschiedenen linearen Functionen zu einander durch 
zwei derselben auf analytischem Wege vermittelt. Wir können auch q und p so annehmen, 
dass der Ausdruck (q + ap+/?) den kürzesten Abstand des Punctes, auf welchen er bezo- 
gen wird, von der Linie S ausdrückt; dann aber ist diese Annahme von der jedesmaligen 
Richtung der Linie S nicht unabhängig, und die analytische Beziehung der verschiedenen 
Functionen zu einander wird weniger einfach. Aber in allen diesen Fällen bestimmen ^icb, 
nach vorläufiger Annahme von q und p , die Function (q + ap + ß) und die Linie S gegen- 
seitig auf vollständige Weise. In diesem Sinne werden wir in den spätem Untersuchungen 
fts , t^r . . an die Stelle von s , r . • schreiben , und dann auf die Functionen s , r . . nur 
zwei Constante rechnen. 

Jede beliebige Function des ersten Grades einer beliebigen Anzahl der linearen Functio- 
nen p, q, r, s . . gehört in die Reihe dieser Functionen selbst und bedeutet, wie diese, den 
mit einem constanten Coefficienten multiplicirten Abstand des Punctes, auf welchen die. frag- 
liche Function von der Form 

«p+Z'q + yr-f Js+ . ••+! 

bezogen wird, von einer geraden Linie, deren Gleichung man erhält, wenn man diese Fun- 
ction gleich Null setzt. Eine solche Function schliesst überzählige Constante ein; nachdem 
die verschiedenen linearen Functionen willkührlich angenommen worden sind, erhalten, um 
eine gegebene gerade Linie auszudrücken , die Coefficienten a ß y i . .'^ keine absolut be- 
stimmten Werthe; Wirkungen alle, bis auf drei, willkührlich annehmen, und dann sind auch 
diese auf lineare Weise bestimmt Insbesondere können wir unsere linearen Functionen auch 
ala homogene Functionen dreier, die wir willkührlich von Vome herein annehmen, betrachten. 



bloss eine analytische Form-Bestimmnng ; sobald wir aber die drei Functionen Sl einzeln für sich 
betrachten , und verniittelst 'dreier gegebenen Curven der n, Ordnung als drei Producte von n Seg- 
menteir construiren , 4rucLt die gewöhnliche Gleichung : 

n n • a ' 

eine metrische Relation zwischen diesen 3rt Segmenten aus. 
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Dann wird die Censtruction jeder beliebigen Function durch die drei willkflhrlich angenom- 
menen vermittelt, und hängt von drei vollkommen bestimmten Constanten ab. 
Wir wollen Producte linearer Functionen , der Kürze wegen , clurch 

0' 

darstellen, indem wir die Anzahl der Factoren jedes Productes durch unten angehängte 
Marken bezeichnen, und, wo es nttthig ist^ verschiedene solche Producte durch Accente 
unterscheiden. 

5. Die allgemeine Function zweier linearen Functionen von irgend einem n. Grade ist 
zugleich die allgemeine Function desselben Grades irgend zweier andern linearen Functionen. 
Die Anzahl der Constanten von denen diese Functionen abhängen ist beidesmal dieselbe, aber 
ihre Werthe sind verschieden, weil die Functionen-Bestimmung durch sswei andere, von Vorne 
herein willkührlich angenommene , lineare Functionen vermittelt wird. Wir wollen eine sol- 
che Function des n. Grades durch Sin bezeichnen, indem eine unten angehängte Marke den 
Grad angibt und verschiedene Functionen desselben Grades durch oben hinzugefügte Accente 
oder Marken in folgender Art unterscheiden: 

Es hat jede solche Function S2a » was fiir unsere Betrachtungsweisen ein wesentlicher 6e- 
sichtspunct is^, eine selbstständige Existenz für sich, welche von der Wahl der 
beiden linearen Functionen ganz und gar unabhängig ist. Ihr entspricht eine Curve der 
n, Ordnung, deren Gleichung die folgende ist: 

ßn = o, 
und wir wollen, um uns kurz auszudrücken, als Curve Sia diejenige bezeichnen, welche durch 
diese Gleichung dargestellt wird. Ist diese Curve gegeben, so erhält die Function Sin , wenn 
sie auf einen gegebenen Punct bezogen wird, einen mit einem unbestimmten, für alle gege- 
benen Puncte sich gleich bleibenden (constanten) , Coefficienten multiplidrten , vollkommen 
bestimmten Werth, welcher sich geometrisch als ein Product von Jt Segmenten, die auf einer, 
nach willkührlich angenommener constanter Richtung durch den gegebenen Punct gehenden, 
geraden Linie zwischen diesem Puncte und den n Durchschnitüspuncten mit der Curve liegen, 
darstellen lässt. ^) Die constante Richtung dieser geraden Linie und der constante Coeffi- 
cient stehen in gegenseitiger Abhängigkeit, so dass man jene beliebig ändern kann, wenn 
man diesen nachher gehörig bestimmt. Wenn wir daher, wie überall in den folgenden Ent- 
wicklungen, die allgemeine Function des n. Grades mit Hinzufügung eines unbestimmten 
Coefficienten durch ^Sin statt durch Sin , darstellen, so hängen die Function Sin und die Curve 
Sin von denselben Constanten ab. Hierbei ist nur vorauszusetzen, dass wir eine constante 
Richtung von Vorne herein annehmen ; eine Annahme die vorher Statt gefunden haben muss, 
ehe wir /i einen bestimmten Zahlen -Werth beilegen können. Die Anzahl der in Rede ste- 

henden Constanten betragt — ^~ Sie treten uns, so lange wir die Function Sin yon 

zwei von Vorne herein und ohne Beziehung zu der entsprechenden Curve angenomme- 
nen linearen Functionen abhängen lassen , in der gleichen Anzahl der Coefficienten der Glei- 
chung der Curve entgegen. Bei dieser Art die Curve analytisch zu bestimmen, bringen wir 
nothwendiger Weise dadurch, dass wir Alles von zwei willkflhrlichen linearen Functionen 
abhängen lassen, auch M'illkührlicbes in die Coefficienten ihrer Gleichung und nur durch 



') Von solclieti Betrachtungen bin ic|i in dem Sjntem der anaij^iitchtn Geometrie iti0geg.ingen. 
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mehr oder minder zusammeogeseüste Bedinpings - Gleichnngen zwischen diesen Coefficienten 
(Gleichung^en , in denen das Willkllhrliche sich gegenseitig aufheben muss, damit sie auf die 
eigentliche Natur der Curve sich beziehen können) wird es möglich untergeordnete Curven- 
Arten zu unterscheiden. Wir aber werden £2n durch vermittelnde Functionen, welche vom 
ersten oder auch von hohem Graden sind, ausdrücken. Diese vermittelnden Functionen hän* 
gen, einerseits zii^ar auch von den beiden wiilkührlichen Functionen ab , andrerseits aber 
haben sie nach den vorstehenden Erörterungen, eine selbstständige geometrische Existenz. 
Die ihnen entsprechenden Curven stehen alle in ausgezeichneter Beziehung zur Curve Qa und 
durch sie wird diese Curve geometrisch bestimmt. 

6. Die vorstehenden Andeutungen haben ihre Anwendung und Erläuterung schon in 
den beiden letzten Abschnitten des Si/stems gefunden; auf noch mehr characteri* 
stische Weise, wird diess fast auf jedem Blatte dieses neuen Werkes geschehen. Des- 
halb vermeide ich hier jede weitere Ausführung, und hebe nur einen Puuct, welcher der 
Nerv aller unserer Entwicklungen ist, noch besonders hervor: die Bedeutung der An- 
zahl der Constanteif in unsern Gleichungen. Auf das Zählen dieser Constanten 
reducirt sich Alles, und dieses um so mehr, je mehr unsere Untersuchungen allgemeiner und 
als Folge hiervon, zugleich einfacher sich gestalten. 

Eine Gleichung, unter welcher Form sie auch erscheinen mag, und welche vermittelnde 
Functionen in ihr in Evidenz treten mögen , muss , wenn sie die allgemeine des n. Grades 

12 dl j. 3\ 

sein soll, die nothwendige Anzahl von Constanten haben, nemlich — -r und sie ist 

dann jedesmal die allgemeine , wenn sie ^iese Anzahl unabhängiger Constanten einschliesst. 
So ist zum Beispiel @3 + ^es = pqr+/us = o 

die allgemeine Gleichung der Curven dritter Ordnung und enthält neun Constante, die wir 
unmittelbar zählen können. Denn auf jede der vier vermittelnden linearen Functionen p, q, r 
und s kommen zwei Constante und fi ist die neunte. Diese neun Constanten sind von 
einander ganz unabhängig; wir können keine der vier linearen Functionen ändern, ohne da- 
durch zugleich die Form der Gleichung zu ändern. Darum stehen die geraden Linien P, Q, R 
und S in einer vollkommen bestimmten geometrischen Beziehung zur Curv.e. Die drei ersten 
jener vier linearen Functionen kommen auf symmetrische\¥eise in der obigen Gleichung vor; 
die entsprechenden drei geraden Linien stehen daher in gleicher Beziehung zur Curve. Es 
sind ihre drei Asymptoten, und da die Curv^ nur drei Asymptoten hat, können wir der all- 
gemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung (der allgemeinen Gleichung dritten Grades 
zwischen zwei unbekannten Grössen) nur auf einmalige Weise die obige Form geben. 
In andern Fällen ist es eine rein combinatorische Aufgabe, welche bestimmt, auf wievielfache 
Art eine Curve durch eine Gleichung von gegebener Form sicli ausdrücken tässt (Vergl. 
System , Dritter Abschnitt, §. 7. und §. 8.). 

Es kann eine Gleichung überzählige Constanten enthalten ; dann sind die vermittelnden 
Functionen durch ihre Beziehung zur gegebenen , durch diese Gleichung dargestellten, .Curve 
erst dann vollkommen bestimmt, wenn Mir eine gewisse Anzahl von Constanten unabhängig 
von der Curve wUlkührlich annehmen. Es gibt also unendlich viele andere Functionen und 
ihnen entsprechende Curven , welche wir an die Stelle der ursprünglichen setzen können, 
und die in gleicher geometrischer Beziehung zu der gegebenen Curve stehen. Die unvoll- 
ständig bestimmten Constanten, welche in den verschiedenen vermittelnden Functionen der Glei- 
chung der gegebenen Curve vorkommen, sind von einander abhängig ; die bezüglichen Curven 
stehen also ebenfalls in einer gegenseitigen Abhängigkeit. Es enthält zum Beispiel die folgende 
Gleichung des dritten Grades fÜy + ^s =» o 
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ffehn und folglich eine überzählige Constante. Von diesen sehn Gonslaiiten kommen 
fünf auf' die Function ^2^ ^ zwei auf jede der beiden linearen Functionen p und s, und fi 
ist die zehnte. Die Functionen £l2 und s sind nicht vollständig bestimmt, aber die stehen 
in gegenseitiger AbhängigKeit Wir ktfnnen iii um eine willkührliche Constante x wachsen las* 
sen, dann bleibt sowohl die vorstehende Gleichung, als auch ihre Form unverändert, wenn 
wir jus mit.(^s — xp) vertauschen. Es gibt also unendlich viele Curven der zweiten Ord- 
nung , welche zu der durch die gegebene Gleichung dargestellten Curve in gleicher Beziehung 
stehen, als die Curve iSj. Alle diese Curven haben mit der gegebenen in unendlicher Ent- 
fernung auf zwei der drei Asymptoten derselben einen doppeltoi Contact Erst wenn wir 
eine einzelne derselben willktihrlich auswählen, und durch Sii darstellen, wird die Linie S 
vollkommen bestimmt. Umgekehrt wird , wenn wir die Linie S , welche überhaupt jede be- 
liebige gerade Linie sein kann, welche durch den Durchschnitt der gegebenen Curve mit 
ihrer As>inptoteP geht, unter dieser Beschränkung willkührlich annehmen, dadurch die Curve 
Sil vollkommen bestimmt. 

Wir können mit leichter Mühe , in jedem vorliegenden Falle, aus einer gegebenen Glei- 
chung die überzähligen Constanten durch Aenderung der Form derselben fortschaffen. (Die 
Form der letzten Gleichung zum Beispiel können wir unmittelbar auf die Forfn der vor- 
hergehenden zurückführen.) Erst dann erkennen wir die eigentliche Natur der Curve, in so 
fem sie sich characteristisch in der neuen Form ausspricht, und wenn diese die nothwcndige 
Anzahl von Constanten nicht mehr behalten haben sollte, und also nur eine particuläre 
Curven - Gattung der allgemeinen Ordnung anzeigt , so ergibt sich unmittelbar , worin das 
Wesen dieser Particularisation besteht. — 

7. Die Bedeutung der Anzahl der Constanten in den Gleichungen der Curven, als einer 
rein abstracten Zahl, tritt uns ganz besonders in den folgenden Sätzen, mit welchen ich 
diese einleitenden Betrachtungen beschliesse, entgegen. Diese Sätze sind gleichsam die Axe 
um welche , was freilich nicht immer unmittelbar zu Tage liegt, alle unsere Untersuchungen 
sich drehen. 

Es sei ß„ = 

die allgemeine Gleichung der Curven der n. Ordnung , welche , wenn wir Sin als Function 
zweier von Vorne herein willkührlich bestimmten linearen Functionen betrachten , und als 

solche vermittelst —^ unbestimmter Coefificienten ausdrücken, als von eben diesen Con- 

stauten abhängig anzusehen ist Eine einzelne Curve dieser Ordnung ist hiernach auf einzige 

Weise gegeben, wenn wir die Werthe dieser -^ Constanten, oder statt dessen eine 

gleiche Anzahl linearer Bedingungs-Gleichungen zwischen allen diesen Constanten oder eini- 
gen derselben, oder endlich, weil jedem gegebenen Puncte der Curve eine lineare Bedin* 
gungs-Gleichung zwischen allen ihren Constanten entspricht» eine gleiche Anzahl unabhängig 
von einander auf der Curve angenommener Puncte kennen. 

^H {ti 4- 8^ \ 

.Durch f — ^ 1) gegebene Puncte lassen sich unendlich viele Curven der n. 

Ordnung legen ; irgend zwei dieser Curven , wollen wir durch di« folgenden beiden Glei- 
chungen: ßi =? o, ßa = , (1) 
darstellen« Dann ist, indem wir durch fi einen unbestimmten CoefBdenten bezeichnen, 

fl. + lufl; = (2) 

die aUgemeine Gleichung aller Curven der n. Ordnung , welche durch die gegebenen Puncte 
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gehen. Denn diese Gleichung wird für jeden dieser Poncte, unabhängig von /ti, befriedigt^ 
weil für jeden dieser zugleich auf den beiden Curven (1) liegenden Puncte, ß'^ und Si^ zu- 
gleich verschwinden. Der Werth von m (und jedem andern Werthe von fi entspricht eine 
midere Curve) ist durch einen neu hinzukommenden Punct der Curve (2) vollkommen und 
auf lineare ^tist bestimmt. Nur in dem besondem Falle, dass dieser neue Punct der Curve 
(2) zugleich auf einer und also auch auf der andern der beiden Cnrven (1) liegt/ verschwin- 
den auch üQr diesen Punct die beiden Werthe von ii'^ und Q^ zu gleicher Zeit, und dann 

stellt sich fA unter der unbestimmten und unbestimmbaren Form -- dar. Also bleibt in die. 

sem Falle auch die Bestimmung der bezflgiichen Curve unvollständig. Dieselbe UnvoUstän- 
digkeit in der Bestimmung der Curve (2) besteht auf gleiche Weise dann immer noch fort, 

/ n(ii+3) 

V 2 



wenn zu den 



— 1 J gegebenen Pimcten , durch welche diese Curve gehen soll, 



eioe beliebige Anzahl solcher Puncte , welche 

,2 _ i "(« + 3) ^i) s n(n—3) 



-(■ 



+ 1 



2 V 2 

nicht fibersteigt, noch hinzukommt, vorausgesetzt, dass alle gegebenen Puncte, deren Anzahl 
hiernach bis n^ ansteigen kann, ausser auf der zu bestimmenden Curve (2) auch noch auf 
einer der beiden Curven (1) oder mit andern Worten auf einer zuzeiten beliebigen Curve 
derselben Ordnung, und hiernach also zugleich auf unendlich vielen solchen Cun*en liegen. *) 
Die Curve (2) ist also ganz auf gleiche Weise vollständig bestimmt, wenn n^ ihrer Puncte, 
welche zugleich auf irgend einer zweiten Curve derselben Ordnung liegen, oder wenn von 

diesen n' Puncten bloss irgend f — ^ L — ij gegeben sind , und in beiden Fällen dann 

noch ein letzter gegebener Punct zur Bestimmung des Werthes von fi hinzukommt Hierin 
liegt der Beii'eis des folgenden Satzes. 

Alle Curven einer beliebigen pl Ordnung, welche durch f^- ?^ — i j 

willkührlich angenommene Puncte gehen, schneiden sich ausserdem 



auch noch in denselben 



Ji(ii — 3) 



(-' 



2 



+ 1 



J Puncten, deren Lage allein durch 



die willkührlich angenommenen Puncte bestimmt ist 



*) Wir können nemlich , unterer Bezeicfannngsweise gemäsi , indem vir durch il"' eine ganz willkuhr* 
lieh angenommene Function des n. Grades bezeichnen, schrittweise mit der Gleichung (2) die 
nachstehenden Form-Aenderungen vornehmen: 

= Ä« + ^^1. ; 

wonach die Curven ß^" und Sl'^" in ganz derselben Beziehung zu der , durch die Gleichung (2) 
dargestellten Curve A^ stehen, als die beiden Curven Sl' und^" und wir erhalten gleichmässig : 



/* * - 






wir sie 
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Btf ist offenbar , dass diese Bestimmung von der 'Constniction einer einmgtn CHeichung 

des (^"4—-^ ■*■ ^v* ^^^^ abhängt 

Acht Puncte einer Curve dritter Ordnung bestimmen nach dem vorstdienden Satze einen 
neunten Punct derselben Curve und hiemach unendlich viele andere Curven dritter Ordnung, 
welche in denselben nenn Puncten ^ch schneiden. Wenn also neun von Vorne berein will- 
kührlich angenommene Puncte einer Curve dritter Ordnung gegeben sind y so sind dadurch 
unendlich viele neue Puncte derselben Curve durch lineare Constructionen gegeben; 
denn je acht der neun gegebenen und der durck diese aUmählig gefundenen Puncte der 
Cürve geben einen neuen Punct derselben. 

Dreizehn Puncte einer Curve vierter Ordnung bedingen drei neue Puncte derselben 
Curve. Durch vierzehn willktihrlich angenommene Puncte einer solchen Curve , sind un- 
endlich viele Puncte derselben , unter der Voraussetzung der Auflösung von Gleichungen des 
dritten Grades, gegeben. Und so weiter. 

8. Wir können die Curven einer beliebigen n. Ordnung dadurch particularisiren, dass 

( ^ — m j (wobei m eine beliebige ganze Zahl zwischen Null und -^ — - 

bedeutet) linearen Bestimmungen, das Jieisst solchen Bestimmungen unterwerfen, welche, wenn 
wir die Curven durch eine Gleichung zwischen zwei willkfihrlichen linearen Functionen aus- 
drücken , zu Bedingungs - Gleichungen des ersten Grades zwischen den Coeflicienten dieser 
Gleichung fahren. Alsdann hängen die so particularisirten Curven nur noch von m linearen 
Constanten ab und sind durch eine gleiche Anzahl von Puncten vollkommen bestimmt. So 
hangen zum Beispiel Curven zweiter Ordnung, die dadurch particulaiisirt sind, dass sie gleich- 
seitige Hyperbeln seb sollen , stall von f&nf nur von vier linearen Conslanten ab. Mit Be- 
zugnahme auf die Anfangs - Bemerkungen der vorigen Nummer^ erhallen wir hiernach, neben 
dem letzten Satze , sogleich den folgenden. 

Alle Curven einer beliebigen jl Ordnung, die so particularisirt sind, 
dass sie durch m willkflhrlick angenommene Puncte auf lineare Weise 
bestimmt sind, gehen, wenn (m — 1) dieser Puncte gegeben sind, ausser- 
dem auch noch durch andere (n^ — (m — 1}) feste Puncte, deren Lage ein- 
zig ron der Lage der gegebenen Puncte abhängt. 

Wenn wir m =^ - ' ^ setzen, so kommen wir auf den Satz der vorigen Nummer 

zurück. Ausserdem können wir flir m jede kleinere ganze Zahl nehmen, die Zahl Eins nicht 
ausgeschlossen. Dadurch erhallen wir eine grosse Menge neuer geometrischer Anwendungen. 

9. Bs gibt noch eine zweite Art, den Satz der 7. Nummer zu verallgemeinem und 
dadurch seine Anwendbarkeil zu vermehren. Nadi diesem Satze nehmen wir nemlich 

/n^n + 8) _ ^\ p^^^^^ willkühriich an und durch diese Puncte sind alsdann ^ "^^""^^ -f 1 ^ 



neue Puncte bestimmt. Die Anzahl aller Puncte betragt hiernach n^ und durch diese n" 
Puncte gehen unendlich viele Curven der n. Ordnung, die wir durch die allgemeine Gleichung 

ßa « o 

darstellen wollen« Wir wollen ferner von den willkühriich angenommenen Puncten ^ ■ 

beliebig absondern. Durch diese abgesonderten Puncte ist alsdann irgend eine Curve der p. 
Ordnung, deren Gleichung die folgende sei: 
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auf lineare Webe beslinmL Wir nehmen hierbei p kleiner ab n und wollen dem entspre- 
chend 91 = p 4- f 
seUen, wonach die Anzahl der noch tibrigen wiUkdhrlich angenommenen Puncto: 

SS SS V 2 / 

beträgt Wenn wir endlich nun noch die Voranssetznng machen, da« alle diese noch fibri- 
gen Puncto auf ein und derselben Corvo der q. Ordnung liefen, deren Gleichung 

sei, so ist klar, dass insbesondere auch das System der beiden Cnrven 12p und ilq, deren 
Gleichungen wir in die folgende misammeuziehen können: 

i2p -ß, = o , 
in die Reihe der Curven Qa gehört und dass also die, durch die willkflhrlich angenommeneu 

Puncto nach unserm Satze bestimmten neuen ( - + 1 j Puncto auf die beiden Curven 

ßp und Siq sich vertheilen. Die ganze Anzahl der Durdischnittspuncte aller einzden Curven 
Sla mit dex letztgenannten dieser beiden Curven beträgt nq ; also werden durch die obigen 

(^"^f o^ + 1 )) Puncto, welche, nach unserer Voraussetzung, in dieser Anzahl ein- 
begriffen sind,, neue ( - ^'^ — '^ ^) ^^^^^ bestimmt Und somit ist der nachstehende 
Satz bewiesen. 

Alle Curven der n. Ordnung, welche durch (ny-^f ^ | + 1 j auf dem 

Umfange einer gegebenen Curve der f. Ordnung willktthrlich angenom- 
menen Puncto gehen, schnoideii dieselbe Curve ajisserdem auch noch in 

neuenf '■^^ + ij festen Puncten. 

Die Lage dieser neuen Fucte wird einzig und allein durch die Lage der willkflhrlich 

angenommenen, vermittelst der Auflösung einer Gleichung des ( " ^^/^ • + 1 j. Grades, 

bestimmt. 

10. Die Beziehung, in welcher der Satz der vorigen Nummer zu dem Satze der 7. 
Nummer steht, ergibt sich bei einer neuen Verallgemeinerung noch deutlicher. Wir können 
nemlich , nachdem fiir einmal die Voraus^tzung gemacht haben , dass in die Reibe der 
Curven iia ein System zweier Curven 12p und ii^ gdiört , die willkflhrlich anzunehmenden 
PuQcte , innerhalb gewisser Grtnzen ^ beliebig auf ' diese beiden Curven vertheilen ; in der 
Art dass , wenn p und h zwei durch die Bedingnngs - Gleichung 

g^^k^^SJ^Ui (1) 

von einander abhängigen Zahlen bedeuten , auf die eine Curve (tip — g) und auf die audere 
(nq — h) jener wiilkührlich angenommenen Puncto kommen« Damit diese beiden Qurveu durch 
die angenommenen Puncto vollkommen bestimmt seien , ist erforderlich , dass . 

np — § > -^ , «7 — Ä > iipi , 

9 < '^^5 '^ ^^' , * < 2 '^^^' ^^ 

und wenn wir nach einander für h undg die Werthe aus (2) in die Gleichung (1) substituiren, 
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and bcfUduiiclitigen dati ii»p + y, wird dadurch 2u|^cli bedinget , düs 

Hiernach ei^cben jich wwd Orfti» - Werthe «wischen welchen g liegen nnM, «nd hiervon 
fegenseitig abhAngend nwei Grüns - Werthe für h. Auf diese Weise sind wir n dem nach- 
stehenden Salse gelangt 

Wenn man yoranssetnt, dass p und q irgend nwei ganne Zahlen be- 
deuten, deren Summe n betrage, dass ferner g und h, alle willkfihrli- 
chen Zahlen sein können, die bloss der Bedingung unterworfen sind» 

dass g zwischen den Gränzen f^^^^) + i j und ^ P^P"'^) ^ pyYdiese 
Gränz-Werthe selbst nicht ausgenommen, liege und dass (y + ik) gleich 

(n fn — Hl \ 

-~- ' + 1 j sei — und man hiernach auf einer. gegebenen Curve der p. 

Ordnung (up^g} und auf einer gegebenen Cnrve der f. Ordnung (nq — K) 
Puncto willkührlich annimmt, so schneiden alle Curven der n. Ordnung, 
welche zugleich durch alle auf den beiden gegebenen Gurren willktthr- 
li.ch angenommenenPuncte geheo, die erste dieser beiden Curven, ausser 
in den auf ihr angenommenen, noch in denselben g und die zweite Curve, 
ausser in den auf ihr angenommenen, noch in h neuen festen Pnncten« 

Alle Curven der 4. Ordnung zum Beispiel, welche durch 13 Puncto gehen, von welchen 
7 auf einem ersten und 6 auf einem zweiten gegebenen Kegelschnitte wiUkflhrlich angenom- 
men worden sind, schneiden den ersten Kegelschnitt Oberdiess noch in einem und den zweiten 
in 2 neuen festen Pnnctcn. AUe Curven dert5. Ordnung, welche eine gegebene Curve der 3* Ord* 
nung bezftglkh in 10, 11, 12, 18, 14, 

und ttberdleos einen gegebenen Kegelschnitt bezüglich in 

9r 8, y, •f *» 

willkfthrlich angenommenen Pnncten schneiden, schneiden ausserdem noch die gegebene Cnrve 

dritter Ordnung bezüglich in 

&. d, S, 2, 1, 

und den gegebenen Kegelschnitt bezflglich in' 

1. 2, 3, 4, 5, 

neuen festen Puncten. 

Wir können auch , indem wir iisp+9 + r+ • nehmen , gehörig verthoSi anf ge- 
gebenen Curven, deren Ordnungen p^ q^ r . . sind, f — - — 1 j Puncto willkOhrlich 

annehmen ; dann sind neue Pitncte bestimmt, in welchen alle Curven der n. Ordnung, welche 
durch die wlllktthrlich angenommenen Puncto gehen , die gegebenen Curven schneiden. Die 
weitere Oiscnssion. bietet keine Schwierigkeiten dar. 

11. Als Corollarium 2u dem Satze der vorigen Nmnmer erhalten wir den folgenden. 

Wenn durch die n^ Durchschnitts-Poncte irgend zweier Curven der 
n. Ordnung ein System zweier Cnrven der p. und der q. Ordnung gehen 
soll, so ist nothwendig und hinreichend, dass von dieseji Durchschnitts- 
puncten (np — 5> anf der Cnrve der p. nnd (nf — -h> auf der Curve der 
f. Ordnung liegen. 

Hierbei gelten die Zahlbestimmungen der vorigen Nummer fort. Wenn wir für g 
insbesondere den kleinsten Werth nehmen , ergibt sich der folgende Satz. 
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Wenn von den n- Durchscbnittspuncten irftnd zweier Cwreii der n. Ordnung^ 
(np — f ^^ ^ ^ ) ^ *"' ^^^ Umfange einer Curve der p. Ordnunjj^ liegen , so geht 

dorch ii(ii — p) der ttbrigen Durchscbnittepuneie eine Curve der (n«— p). Ordnung.*) 

12. In der Wicbtigkeit der Stttse der letzten Nummern für unsere Betracbtungsweisen finde 
Ich die Aufforderung über das Historische derselben einige Andeutungen hinxuaufligen. Der 
Satz der 7. Nummer , weleher , wie seine Verallgemeinerungen, sowobl algebraiscb ab auch 
geometrisch aufgefasst und ausgedruckt werdm kann, trat mir zuerst, walirend der Ausar- 
beitung d^ ersten Bandes der Entwicklungen bei der Discussion über die Ordnung der Os- 
culation zweien Curven entgegen und findet sich zuerst in einer Note **) erwähnt. In Cramer's 
oft citirtem Werke ***) fand ich darauf als Paradox ausführlich erörtert, d«^s zwei Curven 
in m<Ar Puncten sich schneiden als zur Bestimmung jeder derselben erforderlich sind , und 
die richtige aber zu unbestimmte algebraische Erklärung gegeben, dass die n^ Wurzelnder« 
jenigeu Gleichung, welche man aus sp^ei gegebenen Gleichungen des fi. Grades zwischen 
sffwei imbekaiinten Grössen durch Elimination einer dieser Grössen erhalt, nicht unabhängig 
von einander sind. In mathematischen Dingen kann nicht lange etwas ein Paradox bleiben, 
eben so ii enig als ein Kunstgriff lange als solcher sich behaupten kann ; das Paradox ver- 
schwindet , wenn verdeckte Mittelglieder der Verkettung mathematischer Stttze hervortreten 
und der Kunstgriff verliert sieb in einer neuen durchgreifenden Behandlungsweise. Einer 
ausführlichem Discnssion des Satzes der 7. Nummer und der entsprechetiden Sätze für Con- 
structionen des Raumes widmete ich später zifi'ei besondere^ Abhandlungen -{*) und fügte dann 
nocb, zugleich mit Berücksichtigung des Princips der Reciprocität, im zweiten Bande der 
Entwicklungen die in der 8. Nummer enthaltenen Erm^eiterungen des Satzes, wodurch derselbe 
seine Anwendbarkeit bis auf Gleichungen des ersten Grades erstreckt, hinzu, f^) Die Ver- 
allgemeinerung der 9. Nummer findet sich mehrere Jahre später zuerst in zwei von einander 
linabbängigen Abhandlungen des Journals für Natbematik. (Da diese beiden Abhandlungen 
nicht in demselben Hefte des Journals abgedruckt sind, und auch die zweite von keiner Be- 
merkung des Herrn Herausgebers begleitet ist, so scheint es mir nöthig hinzuzufügen, dass beide 



•} Die iüenlisdie Gleichung: Si'^ +,"Ä" ~ (1+/^) An» 

drückt aus , dais die Curve Sl durch die n> Durchsclmitte der beiden Curven Sl* und £l'^ gebt und, 
bei gehuriger Bestimmung von ju, erhält man hiernach jede beliebige Curve der n. Ordnung, welche 
duroh dieselben n* Puncte gellt. Wenn Insbesondere i2„ einen Factor £1 hat, so geht die, diesem 
Factor entsprechende Curte der p, Ordnung durch np dieser Puncto und umgekehrt Dann aber 
ist der andere Foctor von Ä„ vom (n— p). Gjrade und es geht die entsprechende Curve iZn.p durch 
die übrigen n(ii— ;9)DurchschnitUpiincte. Den entsprechenden SaU hatllerr Gergonne (Ann.T.XVII) 
^ zuerst explfcite aufgestellt: »Wenn von den n» Durchschuittspuncten zweier Curven der n, Ordnung 
np auf einer Curve der p, Ordnung liegen, so geht durch die übrigen n{n^p) eine Curve der (n—p). 
Ordnung.« Um diesen Satz, oder vielmehr um das analytische Princip , das der obigen BeweisHih- 
rung desselben zu Grunde liegt, bewegen sich alle meine frühem Arbeiten. Aber wir sehen , dass 
dieser Satz unvo 11s tändig ist An die neuen Sätze von potenzirter Allgemeinheit knüpft sich 
ein neues Priuoip der Behandlungsweise; das Zählen dtr Constanten und die Betrachtung ihrer ab-* 
stracten Anzahl tritt an die Stelle der Verblödung allgemeiner Curven -Symbole. 

♦•) Entw. I, S. 228. 

♦•*) lutroduction a l'Analyse des Itgnes courbes algcbriques. Gencve 1750. 

t) Recherches sur les courbes algiibriques de tous Ips degrcs. Gerg. Ann. XIX. p. 97 Rccherclics sur 
les surf:icps algcbriques, de toiis les degr<<s. p. 129. 

tt) Knlw. II , S. 242. 
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Abhandlungen als Naniiscript sugleich in den Händen desselben waren). In der ersten dieser 
beiden Abhandlungen ^) ist lediglich nur eine Abhandluitg Euler's aus dem Jahre 1748 
citirt,^^) aus welcher hervorgeht, dass Euler wohl frtther als Cramer auf das fragliche 
Paradox stiess, aber in der ErklftHing desselben nicht weiter ging als dieser. Er erwähnt 
desselben aber nicht in seiner in demselben Jahre erschienenen Introductio in Analjfsin infimto» 
rum^ und ich weiss nicht, dass seitdem ein anderer Mathematiker dasselbe wieder aufgenom- 
men hat. Die «weite der genannten Abhandlungen ^^^) rührt von mir her und war ursprüng- 
lich für den ersten Band des Journal de matluhnatinues pures et appliquäes^ in dem unter der 
trefflichen Redaction des Herrn Liouville die 6 er gönn ersehen Annalen wieder ins Leben 
getreten sind, bestimmt; ein berühmter Analyst hatte durch eine mündliche Bemerkung über 
die Schwierigkeit der Uebertragung der Relationen , welche die Wuraseln einer Gleichung mit 
einer einzigen unbekannten Grosse betreflfen , auf den Fall der zusammengehörigen Wurzeln 
eines Systems zweier oder mehrerer Gleichungen zwischen zwei oder mehrem unbekannten 
Grössen die Abfassung derselben veranlasst; zu dem Neuen, welches sie enthält hatte mich 
der Satz der 20. Nummer, der schon seit längerer Zeit ausgearbeiteten, ersten Abtheilung 
des gegenwärtigen Bandes hingeführt. , Aus dem eben Bemerkten geht der Grund hervor, 
weshalb die Abhandlung französisch abgefksst und ins algebraische Gen^and eingekleidet wor- 
den ist. Endlich ist noch hinzuzufügen, dass in der .vorstehenden 10. Nummer der Satz der 
7. Nummer eine neue letzte Verallgemeinerung erhalten hat — 



*) De rekiLionibus , quae locum habere debent inier puncta interiectionis cluarum cunraram vel triiim 
superficierum algebraicarum J.iti ordiuis «iinul cum enodatione paradox! algebraici. Auetore G. G. 
-J. Jacobi. Crelle's Journal XV. 4. lieft. 
**) Siir iine contradiction appareiito daiu la doctrine des lignei courbes. 
***) TiK'orcniPs gtWraiix concernant les ^qiiations d'tin degrö quelconque entre un nombre qiielconque 
d'iacouuues. Crelle's Journal \\J, 1. Heft. 



Erster Abschnitt. 

lieber die unendlichen Zweige der algebraischen Curven und 
ihre geradlinigen und krummlinigen Asymptoten. 



§. 1. 

Xwei^e mUt ireradllnlflren AsyasptoteB» 

13. Ein« Curve der n. Orilnang nirrf von einer geraden Linie, im Allgemeinen in n 
Punrten gesclinitten« Wenn die Curve, in besondem Valien von einer geraden Linie nur in 
(n— 1) Puucten geschnitten wird ^ so geschieht diess, weil der n. Durchschnittspunct unend- 
lich weit liegt; wird sie nur in (ii-~2) Puucten geschnitten, so geschieht es weil zwei 
Durchschnittspuncte , wird sie nur in (n— 3) Puncten geschnitten, so geschieht es weil drei 
Durchschuitüipuncte unendlich weit liegen, nnd so weiter. 

Wollen wir diese Behauptung nicht bloss auf GrUnz- Betrachtungen in der Construction 
gründen , so können wir ihre Richtigkeit auch unmiUelbar auf anal>tischem Wege darlegen^ 
intern nir erwflgen, dass, wenn wir die Curve und die schneidende gerade Linie bezüglich 
durch die allgemeinen Gleichongen des n. und des ersten Grades zwischen zwei iHrillkührlich 
angenommenen lintoren Functionen darstellen und dann zwischen diesen beiden Gleichungen 
eine der beiden linearen Functionen eliminiren: die resultirende Gleichung, welche nur noch 
die andere lineare Function enthalt, vom n. Grade ist und also n Durchschnittspuncte gibt. 
Soll der Grad dieser Gleichung, und demnach die Anzahl der Durchschnittspuncte sich redu- 
ciren, so kann diess bloss dadurch geschehen , dass die Coefficienten der höchsten Glieder 
durch eine besondere Constanten -Bestimmung verschwinden. Alsdann aber wird eine ent- 
sprechende Anzahl der n Wurzeln der ursprünglichen Gleichung nneudlich. So reducirt sieb 
zum Beispiel die folgende Gleichung des dritten Grades: 

XZ^ + ÄZ^-h/MZ + l' = 0, 

nur dann auf den zweiten Grad, wenn der Coefücient x verschwindet und' demnach ein 
Werth von z unendlich wird; nur dann auf den ersten, wenn zugleich X verschwindet und 
demnach zwei Werthe von z unendlich werden und endlich redudrt der erste Thcil dieser 
Gleichung sich nur dann auf eine Constante, wenn, dadurch dass auch fi verschwindet, alle 
drei Wurzeln der ursprünglichen Gleichung unendlich werden. 

Weil ferner die Lage einer geraden Linie von zwei Constanten abhangt, so können wir 
dieselbe, wenn die Curve der n. Ordnung gegeben ist, im Allgemeinen so bestimmen, das» 
zwei ihrer Durchschnittspuncte mit der Curve unendlich weit rücken. In diesem Falle erhalt 
die gerade Linie ganz den Character einer Tangente, auf welcher der Berühmngspunct un- 
endlich weit Hegt, und wir legen ihr den Namen Asymptote bei. Drei oder mehr Durch- 
schnittspuncte mit diftr geraden Linie können aber nur bei Curven von besonderer Art unend- 
lich w eit liegen ; alsdann wiri die Curve von der geraden Linie in unendlicher Entfernung 
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oscolirt Ei ist, wenn wir bei drei unendlick weit eatfemtea Dvrcksciiiiiltopiinctea stehen 
bkiben^die Asymptote als eine Tangente in einen unendlich weit gerückten 
Wendungspuncte an^nsehen. 

14. Es sei hiemach flg = o 

die allgemeine Gleichung der .Curven einer beliebigen n. Ordnung und 

p = a 
die Gleichung einer beliebigen geraden Linie P. Indem wir alsdann, den Bemerkungen der 
5. Nummer Aber Functionen - Bestimmung gemäss , ßa als eine Function von p und irgend 
einer aweiten linearen Function, die wir n nennen wollen, betrachten, dann alle Glieder 
dieser Function, welche p enthalten, in dem Ausdnidce pXIo— t zusammenfassen, und endlich alle 
übrigen Glieder, die eine Function des ii. Grades in n bilden werden, durch 7ii(z) bezeich- 
nen, können wir die nachstehende identische Gleichung bilden 

i2a s pi4-i + 9n (z). (1 ) 

Für die Durchschnitte der Curve mit der Linie P verschwinden zugleich S2u und p, wonach 
die vorstehende identische Gleichung, zur Bestimmung dieser Durchschnitte, 

9n(z)=0 

gibt Diese GieichuAg muss, wenn zwd ihrer n Wurzeln unendlich n^erden sollen, dadurch, 
dass die CoeiBcieuten der beiden höchsten Potenzen von z verschwinden, auf den (fi— 3). 
Grad sich reduciren. Wenn also- die beliebige gerade^ Linie P insbesondere eine Asymptote 
der Curve sein soll, no ist nothwendig, dass, indem 9ji..s(z) eine Function des (n—2). 
Grades in z darstellt, die obige identische Gleichung (1) die nachstehende Form annehme: 

Sin s pfiUf + 9o-«(a). (2) 

Wenn wir durch Sln^3 irgend eine beliebige Function des (n-^-S). Grades derselben beiden 
linearen Functionen p und m darstdien und der Kürze halber, 

setzen, können wir die Gleichung (2) auch unter der folgenden allgemi^inen Form schreiben: 

A, S fQ^t + fiOa^i. (3) 

Es behält diese Gleichung, nach der &. Nummer, ihre volle Geltung, was für zwei 
lineare Functionen wir auch für die beiden veränderlichen Grössen nehmen mögen, denn Sia , 
fio^i und ßn-^ sind bezüglich die allgemeinen Functionen des n., (n^-l). und (n— S). Grades. 

15. Wenn die Gleichung %=^o 

eine zweite, gerade Linie, Q, darstellt, welche ebenfalls eine Asymptote der gegebenen 
Curve der n» Ordnung sein soll, so mnss, wenn wir p und q als die beiden linearen Func. 
tionen, von welchen i2a abhängt, betrachten, und dann qgieiehNull setzen, die Function fin 
und also auch der ihr identische zweite Theil der Gleichung (3), auf eine Function des (n—S). 
Grades von p sich reduciren. Sio^t reducirt sich stets auf eine solche Function ; soll auch 
pßa^f, es thun, so muss sich i2o^i, nach dem Verschwinden Von q, auf eine Function des 
(n— 3). Grades von p redudreii. Diess bedingt die folgende identische Olefebung : 

Setzen wir hiernach, der Kürze wegen, 

ho verwandelt sich die Gleichung (3) in die folgende: 

Wenn r «= o 

«yie driUe Asymptote , R , der gegebenen Curve darstellen soll und wir etwa p und r als die 
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beiden imabhängigen linearen Functionen nehmen , so nuss sieh i%i , aneh wenn wir r gleich 
Null setsen , auf eine Function des (n— 8). flrades in p reduciren. Es wird durch diese Vor- ^ 
aussetzung bedingt, dass, weil q, als Function von p und r betrachtet, diese Grössen in 
der ersten Potenz enthält, die Function i2^_, in der identischen Gleichung (4) durdi das 
Verschwinden von r auf eine Function des (n— 4). Grades von p sich redudre und dass^ 
mithin : ^_^ = ri>^ — ofl^_^. 

Setzen wir hiernach, der Kürze wegen, 

so nimmt die identische Gleichnng (4) folgende neue Form an: 

fl^ ^ pqrfl„_3 + A* 'ß„L.. (5) 

Wenn wir auf demselben Wege fortfahren , können wir alle Asymptoten der gegebenen 
Curve in ihrer Gleichung in Evidenz bringen. Die resultirende Form wird mit Hinweglassung 
der Accente durch die folgende identische Gleichung angezeigt: 

i2„ = pqr » . . st + ^iln^i , (6) 

in welcher das erste Glied des zweiten Theils ein Product von n linearen Functionen, denen 
die Ji Asymptoten der Curve P, Q, R . . . S, T entsprechen, und Qü^2 eine vollkommen 
bestimmte Function des (n— 2). Grades ist. 

16. Wir können die Form der letzten identischen Gleichung nach der Methode der un* 
bestimmten Coeflicienten unmittelbar bestfttigen, indem wir ßn als die allgemeine Function 
irgend zweier unabhängigen linearen Functionen betrachten und durch dieselben beiden linea- 
ren Flinctionen und die gehörige Anzahl unbestimmter Constanten die allgemeine Function 
des (n— 2). Grades , Qa^z und die n linearen Functionen p , q , r . . s , t ausdrücken. Auf 
diesem Wege, den ich in meinem Systeme der analytischen Creomelrte *) in Beziehung auf 
die Curven der dritten Ordnung eingeschlagen habe, ergibt sich, dass die allgemeine Glei. 
chung der Curven einer beliebigen n. Ordnung sich immer und zwar nur auf einzige Weise, 
auf die Form (6) bringen lässt. Es können die hiemach bestimmten linearen Functionen p,'q, 
r . . s, t sowohl imaginär als auch reell sdn ; aber auch im ersten Fall ist das Product die- 
ser Functionen ; paarweise genommen , nothwendig reell. 

17. Auch ohne zwei lineare Functionen willkflhrlich anzunehmen, und die Methode 
der unbestimmten Coeflicienten zur Bestimmung der in der Form (6) vorkommenden Functio- 
nen anzuwenden, können wir Alles aus dieser Form selbst entnehmen. Es ist 

pqr . . 8t + iMfln_a = 

die Oldchung der Curve ^n und indem wir zwei Constante auf jede der linearen Functionen 

im ersten Gliede und —^ Constante auf Qa^t rechnen , erhalten wir , auch fi mit- ^ 

ee^Mt,mQ^en ^ ^ («-8) (>f 1) ^ ^ ^ «(gg) 

2 m 

Constante. Fttr Curven der n. Ordnung ist diess die nothwendige Constunten-Anzahl. Diese 
Constanten sind femer von einander unabhängig, denn wir können die Constanten kdner der 
linearen Functionen, die in der Form (6) vorkommen, Andern, ohne diese Form selbst zu 
ändern. Wir gelangen hiernach, auch ohne zu. der Ableitung der Form (6) in der 1&, und 
16. Nummer zurückzugehen , zu der Folgerang , dass die Gleichung der Curven der n. Ord- 
nung im Allgemeinen sich auf die Form (6) bringen lAsst. 
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Diese Form mgt darin , dass sie zum »• Oraile ansteigt , dass eine Cunre der n. Ord- 
nung fi Asymptoten haben kann, und weil diese Form die allgemeine ist, dass sie so viele 
Asymptoten haben muss. Auch legt dieselbe Form dar, dass eine solche Curve nicht mdir 
als II Asymptoten habien kann. Denn wäre Z eine (iH-l). Asjmptote und 

s«o 
die Gleichung derselben , so müsste mis der algebraischen Verbindung dieser Gleichung mit 
der Gleichung der Curve eine Gleichung des (»--2). Grades si h ergeben. Das Product der 
n linearen Functionen des ersten Theiles dieser Gleichung mfisste dadurch also auch, .weil 
es nicht verschwinden kann, wenigstei|s auf denselben Grad sich reduciren« Seüeen wir, 
um zu zeigen, dass diess nicht Statt findet, 

q = a4.ap+i?, 

T s z + a'p+iJ', 

s = z-f a'p-f/J", 
und so fort, so springt in die Augen, dass das Product pqr . . st so lange noch , auch 
nachdem wir z |[leich Null gesetzt haben, p in der n. Potenz enthalt, als nicht einer der 
Coefficienten a, a , a\ . . verschwindet. Wenn aber einer dieser Coefilicienten verschwindet, 
so redudrt sich dieses Product dadurch, dass die Ljnie Z einer Asymptote der Curve parallel 
ist, auf den (n— 1). Grad. Es reducirt sich nur dann auf den (it— 2). Grad, wenn zwei 
der genannten Coefficienten, etwa a und a , zugleich verschiilnden , wonach zwei der fi 
Asymptoten , nach unserer Annahme Q und R, beide der Linie Z und also auch unter einan- 
der parallel sind. Solche particuläre Beziehungen sind aber hier von unsem allgemeinen 
Betrachtungen einstweilen ganz ausgeschlossen. Die Curve kann also nicht mehr als n 
As)inpt4>ten haben , und da diese in der fraglichen Form auf symmetrische Weise vorkommen, 
kann die Gleichung der Curve diese Form auch nur auf einzige Weise annehmen. 

18. Dass die allgemeine Gleichung der Curven der iL Ordnung nur auf einzige Weise 
die Form der Gleichung (6) annehmen kOnne, folgt aber auch, wenn wir uns nicht begnügen 
wollen, diese Form ohne Weiteres hinzuschreiben und dann allein aus sich selbst zu deuten, 
aus der obigen Ableitung dieser Form. Wenn P irgend eine Asymptote der Curve üa ist, 
so ergibt sich nach der 12. Nummer die folgende identische Gleichung: 

und wenn dann Q irgend eine zweite Asymptote derselben Curve ist, fordert die 15. Nummer: 

Hiemach ist aber Q nicht nur eine Asymptote der Curve Qn sondern auch. der Curve ßn^i, 
in der Art dass , ausser P , die gegebene Curve keine Asymptote haben kann , die nicht zu- 
gleich auch eine Asymptote der letztgenannten Curve wäre. Und, umgekehrt, jede Asymptote 
dieser Curve ist nothwendig eine Asymptote der gegebenen. Die Anzahl der Asymptoten 
einer Curve steigt also jedesmal um eine Einheit , wenn die Ordnung der Curve um Eins 
Wächst: und ist also dieser Ordnung gleich. 

19. Die Form der identischen Gleidiung: 

ßn S p^r . .St-f /^fift^J, 

ist dadurch algebraisch bedingt, dass eine gegebene Function des n. Grades von zn'ei unbe- 
kannten Grossen , nach Hinzuftigung einer gehörig bestimmten Function dieser Grossen, 
welche bloss bis znm (n— S). Grade ansteigt, im Allgemeinen sich in nFactoren 
des ersten Grades zerlegen lässt 

Wenn wir dieselbe Fonn geometrisch deuten, so erhalten wir den nachstehenden, in seiner 
aUgemeinen Aussage schon von Herrn Poncelet gegebenen Satz. 

Eine Curve der n. Ordnung Wird von ihren n Asymptoten in solchen 

3 
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]i(r— 2) Pnncten geschnitten, welche alle anf dem Umfange ein nad der- 
selben Curve der (fi— 2). Ordnvng liegen. 

So liegen znm Beispie' die drei ^Durchschnitte einer Curve dritter Ordnung mit ihren 
drei Asymptoten in gerader Linie, die 4. 2=8 Durchschnitte einer Curve vierter Ordnung 
mit ihren vier Asymptoten auf einer Linie aweiter Ordnung. Und so weiter. 

20. Diejenige Curve, welche durch die Gleichung 

dargestellt wird , hangt , weil es die allgemeine der (n— 2). Ordnung ist , von ^ -^ 

Constanten ab , und ist durch eine gleiche Anzahl gegebener Pnncfe, durch welche sie gehen 
muss , voUlLommen bestimmt Wenn also von den n (n — 2) Durchschnittspuncten dieser Cur^'-e 

mit den n Asymptoten der gegebenen Curve n. Ordnung ^ ^J gegeben sind, so sind 

dadurch zugleich auch die Uebrigen "^ vollkommen bestimmt. Es tritt uns hier- 



nach die Frage entgegen, nadi welchem Gesetze wir, zur geometrischen Bestimmung einer 
Curve n. Ordnung , deren n Asymptoten gegeben sind, auf diesen verschiedenen Asymptoten 
die gehörige Anzahl von Durchschnittspuncten annehmen Icönnen. 

Um dieses Gesetz darzulegen , wollen wir von den n Asymptoten der Curve in der Glei- 
chung derselben nur eine beliebige Anzahl m, nemlich P, Q . . in Evidenz treten lassen. Die 
Form dieser Gleichung ist nach der 15. Nummer die folgende: 

die wir, indem wir, nach der, am Ende der 4. Nummer festgestellten, Bezeichnungsweise, 

pq . • = 0ni 

setzen, auf die nachstehende Art schreiben wollen: 

In dieser Form sind die beiden Functionen i2a_m und ßo-*a durch die gegebene Curve nicht 
absolut bestimmt, und liie bezüglichen Curven stehen daher auch in keiner ausschliesslichen 
Beziehung zu der gegebenen. Denn, wenn wir durch Slo^m-^ eine durchaus nillkfihrliche 
Function des (n— m^2). Grades bezeichnen und dann 



ß — xn. 



= Q' 



n— m> 



(2) 
(«) 



setzen, können wir die Gleicbnng^ (1) audi in die folgende verwandeln: 

welche ganz dieselbe Form hat , und in welcher dieselben m Asymptoten in Evidenz treten. 
Die beiden neuen Curven ß^^n und 0^-^ stehen also ganz in derselben Beziehung zu der 

gegebenen Curve der n. Ordnung als die frfihem beiden Cinrven St^,^^^ nnd Q'^^^ ; und zwar 

kann ß^, was die Gleichung (3) zeigt, jede beliebige Curve sein, welche wie liie Curve 

^A— a 'urch die Durchschnittspuncte der gegebenen Curve der n» Ordnung mit ihren m Asyu^ 

ptoten &„ geht , und ^„^^ , was aus (2) sich ergibt , jede beliebige Curve der (n—m). 
Ordnung , welche wie die Curve ßo— n, die übrigen (n— m) Asymptoten der gegebenen Curve 

zu den ihrigen hat. *) Nachdem aber eine der beiden Curven ß^^» und ^'^^ , etwa die 

■ * 

*) Was die letzlere Befaauptnag beUifit so können wir, un dte fraglichen (/i—m) Asymptoten in Evidenz 
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erstgenannte, durch nlUkflhrliche VoraussetflAinKett bestimmt worden ist ^ ist es die andere 
ebenfalls durch ihre Besiehung sn der gegebenen Curve Qa. Es xeigt aber die Gleichung 

(3) , dass die Curve &^^^ von so vielen willkührlichen Con^tanten abhangt , als die ganz 

willkiihrliche Function («Qo-^-ay nemlich von ( '^ ^ \ ^ ' ^^ ■ ' + 1 J- (Das^ ißt BVh 

gleich die Anzahl der tiberzähligen Constanten in der Form der Gleichung (1).) Wir können 
diese Curve also durch eine gleiche Anzahl von Puncten, die wir willktihrlich und unabhän- 
gig von der gegebenen Curve Sin , annehmen , legen und dadurch vollkommen bestimmen» 
Im Ganzen sind aber zu der vollständigen Bestimmung einer Curve der (n—2). Ordnung 

^. ~~~ ^^ ^ Puncte erforderlich und hinreichen^, also ausser den schon Mmkührlich ange- 
nommenen nur noch: 

(n— 2)fii+l) (it~m-2) (it— m-H) ^ „^,. «x w(m— 3) ^_, 
^ ' ^ — — irrm(ii— 2; ^— — l^A. 

So viele Puncte können wir also unter den m (n— 2) Durchschnittspuncten, in welchen über- 
haupt die gegebene Curve ß« von ihren m Asymptoten &m geschnitten wird , beliebig aus- 
wählen. Dann sind die übrigen dieser Durchschnittspuncte, deren Anzahl noch 

betragt, durch die beliebig angenommenen bestimmt. Diese Anzahl ist, wie man sieht, von 
it, dem Grade der gegebenen Curve, unabhängig. 

Wir können also auf m geraden Linien , welche ganze Zahl m auch bezeichnen mag, 
nie mehr als X Durchschnittspuncte zur Bestimmung einer. Curve der n. Ordnung, welche die 
m geraden Linien unter ihre As)7nptoten zählt , willkührlich annehmen. Alsdann sind die 
übrigen ;^ Durchschnittspuncte vollkommen bestimmt. Für in=l und m=2, ergibt sich y=o; 
wonach man auf einer und auf zweien As)inptoten alle Durchschnittspuncte beliebig anneh- 
men kann. Der Zuwachs den y erhält, wenn wir von (m—1) zu m übergehen, beträgt 

m(m~3) (m~l)( m-4) ^ ^ 
2 ~ '~ 2 "*** ^' 

Wenn wir also auf (m— 1) Asymptoten das maxrmwn der willkührlichen Durchschnittspuncte 
bereits angenommen haben , können wir auf der m. Asymptote nur noch 

(n— 2) — (m— -2) = n— m 
neat Durchschnittspuncte willkührlich annehmen. 

Wenn wir als Beispiel die Curven der 7. Ordnung nehmen, so können wir, zur Bestim- 
mung einer solchen Curve, auf der ersten As>inptote alle 5 Durchschnittspuncte beliebig an- 
nehmen , ebenso auch noch auf der zweiten ; hernach aber können wir auf der dritten nur 4, 
dann auf der vieilen nur 3, auf der fünften nur 2 Durchschnittspuncte, endlich auf der sech- 
sten nur einen und auf der letzten keinen Durcbschnittspunct mehr, willkührlich anneh* 
men. Im Ganzen können wir also 



20 bringen, folgende identische Gleichung bilden: 






und indem wir «iif beiden Seiten die ganz willkiihrliche Function ^i2o—a— a addif*eO| und (3) be- 
rücksichtigen ; ä1_« — Ö« -I + ^"^'^ . I 
wobei ii' _,_, so willkührlich als £i ^ . betrachtet werden kann. 
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54-5+4+S4-2+1+0 s 80 
Iliircli8cbnittspimcie willktthrlich annehmen, durck velche eine einsige Corve der 5» OrdAung 
sich legen lässt, und dlaun sind durch diese Pimete die übrigea 

0+0+14-24-3+4^-5 = 15 = 7. 5—20 
Dnrchschnittspuncte der Curven der 7. Ordnung mit ihren sieben Asymptoten vollkommen 
bestimmt 

21. Die Noihwendigkeit der Resultate , ga denen wir in der vorigen Nummer gelangt 
sindy liegt, für den Fall, dass it=3 uord it=d, unmittelbar vor Augen. Denn vi dem erstem 
Falle kennen wir oflfenbar nur auf jeder von zwei Asymptoten einen einzigen Punct will, 
kilhrlich annehmen ; weil der Durchschnitt auf der dritten Asymptote mit den beiden ersten 
Durchschnittspuncten in gerader Linie ^ liegt Im letztern Falle liegen alle Durchschnitts- 
puncte auf einem Kegelschnitte , und dieser ist durch zwei Puncto auf jeder von zwei Asym- 
ptoten und einem fünften Puncto auf einer dritten As>'mptote vollkommen bestimmt Auch 
für den Fall, dass ip=S, sieht man die Noth wendigkeit noch ein. Alsdann liegen nemlich 
die 15 Durchschnitte der Curve mit ihren fünf Asymptoten alle auf einer Curve der dritten 
Ordnung. Wenn wir aber auf drei Asymptoten 

3+3+2 s 8 
Puncte willkührlich annehmen , so ist , nach dem von mir zuerst aufgestellten Satze der 7. 
Nummer, bekannt, dass durch acht Puncte Ikberfaaupt unendlich viele Curven der dritten Ord- 
nung sich legen lassen und dass alle diese Curven ausserdem noch in ein und demselben 
neunten Puncte sich schneiden , welcher im vorliegenden Falle , weil das System der drei 
Asymptoten als in die Reihe dieser Curven gehörig, zu betrachten ist, nothwendig auf der 
dritten As}inptote liegt Damit aber die fragliche Curve dritter Ordnung vollständig bestimmt 
sei , ist erforderlich , dass (auf einer vierten Asymptote) noch ein neuer Punct angenommen 
werde. 

Wir erkennen überhaupt leicht, dass die in Rede stehenden Resultate durch einen all- 
gemeinen Satz bedingt sind, der in den vorliegenden Betrachtungen nur eine specielle An- 
wendung erhalten hat Dieser Satz bezieht sich nemlich oflfenbar auf die Gesetze, nach de- 
nen wir auf einem Systeme von geraden Linien die gehörige Anzahl von Puncten annehmen 
können , wenn durch diese Puncte eine Curve von einer gegebenen Ordnung sich legen lassen 
soll. Für 11=6 particularisirt dieser Satz , wie sogleich hervortritt , sich dahin , dass alle 
Curven der vierten Ordnung, welche durch 

4+4+3 = 11 
Puncte gehen, welche auf drei geraden Linien vertheilt liegen, die dritte dieser Linien in dem- 
selben 12. Puncte schneiden ; dass femer, wenn diese Curven vierter Ordnung überdiess eine 
vierte gerade Linie in zwei willkührlich angenommenen Puncten schneiden, diese Curven alle 
auch npch durch zwei andere feste Puncte derselben vierten geraden Linie gehen, und zur 
vollständigen Bestimmung der Curve nur noch ein letzter Punct (auf einer fünften geraden 
Linie) nothwendig ist Wir durchsehen endlich bald, dass die Systeme von drei und vier 
geraden Linien hierbei nur die Rolle von Curven der dritten und vierten Ordnung spielen; 
und dass der allgemeine Satz, zu dem wir auf diesem Wege durch Induction geführt wer- 
den , der Satz der 9. Nummer ist, n^ch welchem alle Curven der n. Ordnung, welche durch 

solche (»?'--('-- 2 — *■ ^) ) '*""^* gehen, die auf dem Umfange einer Curve der q. 
Ordnung (wobei n>q—l und f>2) willkührlich angenommen worden sind, diese Curve 
ausserdem auch noch in denselben ( ' Z^ ' + 1 ] festen Puncten schneiden. 



\ ^ 
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Ich halte die Beoeritmif ea der vorliegenden Nmaner nicht für ftberflüssig ; es wird durch 
dieselben den Resultaten der vorigen Nummer ihre richtige Stelle angewiesen, damit das 
ZufUlige einer Einkleidung, die einer besondem Anwendung entspricht , nicht als das We- 
sentliche erschdne. 

28. Zur vollständigen Bestimmung der durch die allgemeine Gleichung 

dargestellten Curve n. Ordnung , bleibt, nachdem ihre n Asymptoten und die Curve fiL—a 
bekannt sind , nur der Coefficient fi za bestimmen noch übrig. Wir können (nach der 5. 
Nummer) den Werth der ^Function ©n bezogen auf einen beliebigen Punct, als ein Product 
aus n Segmenten , die auf einer durch diesen Punct gehenden geraden Linie, deren Richtung 
von Vorne herein beliebig bestimmt worden ist, «wischen dem Pimcte und den n Durchschnitten 
mit den Asymptoten liegen und andrerseits Sia^» als ein Product aus denjenigen (n— 2) Segmen- 
ten, welch)», auf derselben geraden Linie, «wischen dem Puncto und den (n— 2} Durchschnitten 
mit der Curve i3„., liegen, nachdem wir überdiess noch jedes Product mit einem von Vorne herein 
angenommenen constanten Coeffidenten multiplicirt haben, betrachten und construiren. Von dem 
^otienten dieser beiden constanten Coeffidenten hangt der Werth von fi ab. ist dieser Quotient 
durdi eine willkflhrliche Annahme einmal bestimmt, so erhalt man aus der Gleichung der Curve: 

^ = ~i5 — 
wodurch fi gefunden wird, wenn man, nachdem das Asymptoten - System ©n und die Curve 
^a-^ gegeben sind , noch einen letzten Punct der Curve iin kennt,; welcher auf keiner ihrer 
n Asymptoten liegt , und dann auf diesen Punct die Functionen @n und Üa—z der vorstehen- 
den Gleichung bezieht 

23. Eine Curve der n. Ordnung ist nach den vorhergehenden Nummern im Allgemei- 
nen also dadurch auf lineare Weise bestimmt , dass man 

erstens ihre n Asymptoten; 

zweitens auf diesen n Asymptoten ^^~^1 ^ Durchschnittspuncte, wdche jedoch 

so auf den verschiedenen Asymptoten vertheilt sein mflssen , dass (indem wir durch m nach 
dnander alle ganzen Zahlen die kleiner als n sind , bezeichnen) auf je beliebige m Asym- 

5 ■*" ^ ) Puw^te weniger kommen , als auf densdben im Ganzen 

wirklich liegen; 

drittens einen letzten Punct der Curve , welcher nicht auf den Asymptoten liegt, 
willkflhrlich annimmt * 

24. Wenn i^ die allgemdne Function des n. Grades bedeutet, so ist in der identischen 
GIdchung ß^ = 0n -f A^ßn-« W 
ßn-a die allgemeine Function des (n*-2). Grades und wir erhalten also auch die neue iden- 
tische Gleichung: 

ßn-, = 0n-. + rßa-4, 

in der das erste Glied des zwdten Theils ein Pn>duct aus (n--2) linearen Functionen und 
ßfl-.4 die allgemeine Function des (n— 4}. Grades ist Die identische Gleichung (1) nimmt 
hiemach auch folgende Form an : 

ß„ = ©a + ^9a^a + ^ßii-v 

Wir können ferner in dieser neuen Gleichung 

fiD-4 = 0II--4 + C»fln~6 

setzen und so fortfahren, bis zuletzt bloss Producte von linearen Functionen in dem Ausdrucke 
für On vorkommen , wobei in jedem folgenden Producte die Anzahl dcar Factorea um zwd 
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Einheiten abnimmt. Auf diesem Wege i^elangen mr zu der nachstehenden allgemeinen Glei- 
chung für die Curven der n. Ordnung: 

eine Gleichung , die, je nachdem n eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, mit einem Gliede, 
das auf eine blosse Constante oder auf eine lineare Function skh redncirt, abbricht So er* 
halten wir xum Beispiel fttr Curven der 6. und 7. Ordnung die folgenden allgemeinen Glei- 
chungen : Gt + /'04+»02+ ^ *= , 

67 + /u@5 + y03 + pp » o. 
In der allgemeinen Gleichung d^r Cunren n. Ordnung unter der Perm (2) treten, den 
Fnctionen & entsprechend , verschiedeiie Gruppen gerader Linien in Evidenn. Wenn n eine 

gerade Zahl ist, so betragt die Anzahl aller geraden Linien dieser Systeme * j 9 wenn 

fn-f-l V 
n eine ungerade Zahl ist, ^ — j-* . Wenn wir jeder Function @, wie in der obigen Gleichung 

einen constanten Coeffidenten hinzufügen, so sind diese Functionen als gegeben sni betrach^ 
ten , wenn die entsprechenden geraden Linien es sind. Die Anzahl dieser Coefficienten in der 
Gleichung (2) beträgt, nach FortschaSung des etwaigen Coefficienten der Function &ß , wenn 

n eine gerade Zahl ist, - und wenn n dne ungerade Anzahl ist, — x^« Hiemach erhalten 

wir, indem wir fttr jede gerade Linie zwei Constante zählen, im Ganzen 

IT ^i-] 

Constante , also die hinreichende und nothwendige Anzahl für Curven der n. Ordnung. Nach- 
dem die verschiedenen Functionen @ bestimmt worden sind ; kann man die constanten Coeffi- 
cienten ^, V, p . . ., wekhe in der Gleichung (2) vorkommen, durch eine gleiche Anzahl 
gegebener Puncto der bezüglichen Curve bestimmen. Denn für jeden soldien gegebenen 
Puact erhalten jene Functionen bestimmte M'erthe, wonach jeder zu einer linearen Gleichung 
zwischen diesen Coefficienten führt Also: 

Eine Curve der n. Ordnung lässt sich, im Allgemeinen, 

1) wenn n eine gerade Zahl ist, durch '-^^^ (in bestimmter Be- 

Ziehung zu derCurve stehenden) geraden Linien und - ihrer Puncte, 

2 

2) wenn n eine ungerade Zahl ist, durch ^~^ solcher geraden Li- 

nien und -^ ihrer Puncte 

vollständig un^ auf einzige Weise bestimmen. — 
25. Die FtDrm der Gleichung 

©i,4-//ß0— « = o 

kann, weil sie nur die nothwendige Anzahl von Constanten enthalt, sich nicht weiter par- 
ticularisiren , wenn sie die allgemeine Gleichung der Curven n. Ordnung bleiben solL Jeder 
Particularisation dieser Form entsprechen untergeordnete Curven-Gattungen und die Stufe der 
Unterordnung bestimmt sich durch die Grosse der Reduction in der Anzahl der Constanten. 
Wir wollen hier zunächst diejenigen Form-Beschränkungen ins Auge fiissen , wddie dadurch 
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kedingt sind, itM die Ctirven einer beliebigen »..Ordnung oscolirende Asymptoten haben und 
zunächst denjenigen Fall betrachten, wo eine einzige solche Asymptote vorhanden ist, auf 
der aber die Osculation zu irgend einer beliebigen Ordnung ansteigt 

Wenn die Curve £2^ eine dreipunctig osculirende Asymptote, P, hat^ das heisst, 

wenn es eine solche gerade Linie gibt, welche die Curve nur in (n — 3) Puncten schneidet, 

weil drei Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, so findet nothwendig, wenn wir, 

der 14. Nummer gemäss, ffir die Gleichung der Curve, in welcher überhaupt die gerade 

«nie P als Asymptote in Evidenz tritt , die folgende nehmen: 

^iese Gleichung durch die Annahme , dass p verschwindet, auf den (n — ^3). Grad sich 
eine identische Gleichung von nachstehender Form Statt: 

ß,-. = VÜ,^ + oQ^y (2) 

it'mach 

^ die Curve die folgende Gleichung 

pi2n-,4-aß„»3 = o, (3) 

' dreipunctig osculirende Asymptote in Evidenz tritt. Die iden- 

igt, dass die gewöhnliche Asymptote P dadurch in eine dreipunctig 

.i^^eii ist, dass sie einer Asymptote der Curve i2o_a parallel geworden ist. 

..inptote P der Curve (1) eine vierpunctig osculirende sein soll, so wird 

.iilichen Grflnden eine identische Gleichung von folgender Form bedingt: 

.«m wir« der Kflrae halber, 

n^l n— 3 n— "X 

.tzen, geht die Gleichung (1) in die folgende über: 

in welcher P als vierpunctig osculirend^e Asymptote in Evidenz tritt Die identische 
Gleichung (4) zeigt, dass diese vierpunctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve eine 
gewöhnliche Asymptote der Curve ßn— a ist 

Wir können auf dem betretenen Wege weiter gehen, und erhalten, wenn P eine mpun- 
ctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve (1) sein soll, als Bedingung die identische 

Gleichung: ß,« ^pß^Ila +;cß«-», W 

und indem wir -01-, + V^^ ^ ^n-i 

setzen, für die allgemeine Form der Gleichung der Curve, in welcher P als mpnnctig 

osculirende Asymptote in Evidenz tritt, die folgende: 

pflo-i -f Pfßn-m = O. (7) 

P ist zugleich, was die identische Gleichung (6) zeigt eine (m— -3) punctig osculirende Asym- 
ptote der Curve Sio^st^ 

96. Die Gleichungen der vorigen Nummer, in welchen die nach verschiedenen Ordnun* 
gen osculirende As>inptote P in Evidenz tritt, enthalten noch überzählige Constanten, die 
wir indess durch eine einfache Form - Aenderung fortschaffen können. Wir wollen hierbei 
die allgemeine Gleichung, die sich auf eine mpunctige Osculation bezieht: 

pi2_.4.pfl:«„-o (1) 

zu Grunde legen , und die beiden Fälle , dass m eine gerade und ungerade Zahl bedeutet, 
unterscheiden. 
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Einheiten abnimmt. Auf diesem Wege gelangten wir m der nachstehenden allgemeinen Glei- 
chung für die Curven der n. Ordnung: 

eine Gleichung , die, je nachdem n eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, mit einem Gliede, 
das auf eine blosse Constante oder auf eine lineare Function sich redndrt, abbricht So er* 
halten wir zum Beispiel für Curven der 6. und 7. Ordnung die folgenden allgemeinen Glei- 
chungen : 6^^ + /«©4+»02+ <» = o , 

67 + /u@s + y03 + pp » o. 
In der allgemeinen Oleidiung d^r Curven n. Ordnung unter der Form (2) treten, den 
Fmctionen & entsprechend , verschiedene Gruppen gerader Liniai in Evidenn. Wenn n eine 

fll-hl)^— 1 

gerade Zahl ist, so betragt die Anzahl aller geraden Linien dieser Systeme * j 9 wenn 

n eine ungerade Zahl ist, ^ — j-* . Wenn wir jeder Function 0, wie in der obigen Gleichung 

einen constanten Coeffidenten hinzufügen, so sind diese Functionen als gegeben sni betrach*. 
ten , wenn die entspredienden geraden Linien es sind. Die Anzahl dieser Coef&cienten in der 
Gleichung (2) beträgt, nach FortschaAing des etwaigen Coef&cienten der Function Q^ , wenn 

n eine gerade Zahl ist, - und wenn n eine ungerade Anzahl ist, — ^^. Hiemach erhalten 

wir, indem wir für jede gerade Linie zwei Constante zählen, im Ganzen 

*'^~i ^ 2 (_ii 
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Constante , also die hinreichende und nothwendige Anzahl für Curven der n. Ordnung. Nach, 
dem die verschiedenen Functionen bestimmt worden sind; kann man die constanten Coeffi- 
cienten /u, v, ^ . . ., wekhe in der Gleichung (2) vorkommen, durch eine gleiche Anzahl 
gegebener Puncto der bezüglichen Curve bestimmen. Denn für jeden solchen gegebenen 
Punct erhalten jene Functionen bestimmte M'erthe, wonach jeder zu einer linearen Gleichung 
zwischen diesen Coefficienten führt. Also: 

Eine Curve der n. Ordnung lässt sieh, im Allgemeinen, 

(ft^l )^ 1 

1) wenn n eine gerade Zahl ist, durch — --f (in bestimmter Be- 

Ziehung zu der Curve stehenden) geraden Linien und 3 ihrer Puncte, 

2 

2) wenn n eine ungerade Zahl ist, durch solcher geraden Li- 

nien und — ^- ihrer Puncte 

vollständig un^ auf einzige Weise bestimmen. — 
25. Die rtorm der Gleichung 

©D -f //ßiH-« = 
kann, weil sie nur die nothwendige Anzahl von Constanten enthält, sich nicht weiter par- 
ticularisiren , wenn sie die allgemeine Gleichung der Curven n. Ordnung bleiben solL Jeder 
Particularisation dieser Form entsprechen untergeordnete Curven-Gattungen und die Stufe der 
Unterordnung bestimmt sieh durch die Grösse der Reduction in der Anzahl der Constanten. 
Wir wollen hier zunächst diejenigen Form-Beschränkungen ins Auge fassen, wddie dadurch 
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kedingt sind, dass die Curven einer beliebigen it Ordnung oscnlirende Asymptoten haben und 
zunächst denjenigen Fall betrachten ^ wo eine einzige solche Asymptote vorhanden i^, auf 
der aber die Osculation zu irgend einer beliebigen Ordnung ansteigt 

Wenn die Curve ßa eine dreipunctig osculirende Asymptote, P, hati, das hdssf, 
wenn es eine solche gerade Linie gibt, welche die Curve nur in (n — 3) Puncten schneidet, 
weil drei Durchschnittspuncte nnendlich weit liegen, so findet noth wendig, wenn wir, 
der 14. Nummer gemäss, ffir die Gleichung der Curve, in welcher überhaupt die gerade 
Linie P als Asymptote in Evidenz tritt , die folgende nehmen : 

pß;^, + ^ß^_. = o, (1) 

damit diese Gleichung durch die Annahme , dass p verschwindet, auf den (n — 3). Grad sich 
reducire, eine identische Gleichung von nachstehender Form Statt: 

Setzen wir hiernach 

so ergibt sich für die Curve die folgende Gleichung 

pi2n-,4-aß„-3=o, (3) 

in welcher P als eine dreipunctig osculirende Asymptote in Evidenz tritt« Die iden- 
tische Gleichung (2) zeigt, dass die gewöhnliche Asymptote P dadurch in eine dreipunctig 
osculirende übergegangen ist, dass sie einer Asymptote der Curve Sla^t parallel geworden ist. 
Wenn die Asymptote P der Curve (1) eine vierpunctig osculirende sein soll , so wird 
dadurch aus ähnlichen Gründen eine identische Gleichung von folgender Form bedingt: 

ßn-, = pß:-3 + pß^, w 

und indem wir^ der Kürze halber, 

«:_. + ß:-3 = ß-, 

setzen, geht die Gleichung (1) in die folgende über: 

in welcher P als vierpunctig osculirend^e Asymptote in Evidenz tritt Die identische 
Gleichung (4) zeigt , dass diese vierpunctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve eine 
gewöhnliche Asymptote der Curve ßn— « ist 

Wir können auf dem betretenen Wege weiter gehen, und erhalten, wenn P eine mpun- 
ctig osculirende Asymptote der gegebenen Curve (1) sein soll, als Bedingung die identische 

Glcidiung: ß,« =pß;i3 +;c^.^»i W 

und indem wir i2|,_, + P^nla = ^n-i 

setzen, fOr die allgemeine Form der Gleichung der Curve, in welcher P als mpunctig 
oscnlirende Asymptote in Evidenz tritt, die folgende; 

pfla-., -f ;: flo-m = o. (7) 

P ist zugleich, was die identische Gleichung (6) zeigt eine (»—2) punctig osculirende As>in- 
ptote der Curve fio.». 

96. Die Gleichungen der vorigen Nummer, in welchen die nach verschiedenen Ordnun* 
gen osculirende As>inptote P in Evidenz tritt, enthalten noch überzählige Constanten, die 
wir indess durch eine einfache Form - Aenderung fortschaffen können. Wir wollen hierbei 
die allgemeine Gleichung, die sich auf eine mpunctige Osculation bezieht: 

pi2_. + pfl^.^ = (1) 

zu Grunde legen , md die beiden Fälle , dass m eine gerade und ungerade Zahl bedeutet, 
unterscheiden. 
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bt m eine (gerade ZaU, so ktanen wir nadi in U. Nmmer die FunctiM £n^t auf 
folgende Weise entwickeln: 

ß„_, = 0n-x + /M0Ä-3 + • • + 000-0+1 + yß|,-.m-l 

wonach y wenn wir itx Kürze weg^en 

setzen, die Gleichung der Carve (1) in die nachstehende übergeht: 

p[0n_x + fi0n-3 + • • + O0|,--a+, J + tSi^nx = ; (2) 

eine Gleichung , welche gerade die nothwendige Anzahl von Constanten enthält , nemlich 

n rJH-3) / «N 
__J - (m-2). 

Ist »I eine ungerade Zahl, so ergibt sich 

o =0 +ii0 ,+ •- .+00 ^ + yfl" - 

•^-n — I — n — r "^r* n — 3*^ ^^ a— m+a ^^ /'^*d— m 

und wenn wir diese Entwicklung in die Gleichung der Curve einsetzen: 

Diese Gleichung enthält , der Form ihrer beiden letzten Glieder wegen , fortwährend über- 
zählige Constanten, die fortzuschaffen uns noch obliegt Wir können immer einen constanten 
Coefficienten a so bestimmen, dass 

wa« augenfällig ist, sobald wir alle Functionen uns von p und irgend einer zweiten linearen 
Function abhängig denken. Hiernach können wir jene beiden letzten Glieder auf folgende 
Weise umformen: 

ypß:-« + pß:-„ = y(p+a3ß:— + y*pß;— , + «ß;L»^i , • * 

= yCP+a)ß|i-m + Tfla-Hm-i , 

indem wir, der Kürze halber, 

setzen. Auf diese Weise erhalten wir für die Gleichung der Curve die folgende , mit der 
noth wendigen Anzahl von Constanten: 

p[0n-x + /U0n-3 + • • + O0ii-m+a ] + y(p+a)0«-a» + rfln-n-i = 0, (3) 

Wir hätten die Gleichungen (2) und (3) unmittelbar aus der Form der Gleichung (2) 
der 24. Nummer herleiten können und unmittelbar tritt in diesen Gleichungen P als eine mpun* 
ctig oseulirende Asymptote in Evidenz. 

Wenn 'wir beispielsweise ft=7 setzen, so erhalten wir, indem wir zi von S bis 7 wach- 
sen lassen die folgenden Gleichungen: 

p06+iMCp-f a)04+yßj=o , 

• p[06+i"04H-»'(P+tt)02+(>Zi=O , 

p[96+A*04H->'02l+?*=o , 

Die As}'mptote P , welche in allen diesen Gleichungen in Evidenz tritt , ist in dem Falle der 
ersten, welche die allgemeine Gleichung des n. Grades ist, eine gewöhnliche Asymptote; in 
den Fällen der folgenden fünf Gleichungen ist sie eine oseulirende und die Ordnung '4^ 



• • 
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Oscidatiön steigt von liner dreipimclifeii schrittweise bis 0U einer s i e M n pimetigeii, indem 
die Ciurve sich immer mehr partinilarisirt Hierbei Temundert sich die Anmhl der ConsUui» 
ten, welche in der allgemeinen Gleichung 85 beträgt , in jeder folgenden Gleichnag um 
eine Einheit 

87. Wir wetten sogleich su der Betracht^ig derjenigen Falle , wo die Curve mehrere 
osculirende Asymptoten .hat , ttbergehen. Die Ordnung des Contactes ist hier , wenn wir 
mehrere Asymptoten OTgleirU betrachten, nicht mehr eine unbeschränkt willkührliche, sondern 
sie ist bestimmten Gesetzen unterworfen , die wir jetzt nunächst entwickeln wollen. 

Die Curven einer beliebigen x. Ordnung kttnnen, in besondern Fällen, 
Asymptoten haben, welche die Curven alle nach derselben Ordnung 
osculiren und diese Ordnung kanta hierbei durch alleZwischenstufen hin- 
durch bis zu einer npunctigen ansteigen. 

Die folgende Gleichung 3» +/ui2a.^==o (1) 

stellt eine solche Curve dar , deren n Asymptoten mpunctig osculirende sind. Torausgesetst 
wird hierbei, dass die Function ^o— m die allgemeine .ihrer Ordnung sa; stände sie in par- 
ticulärer Beziehung zu einzelnen der linearen Factoren des ersten Gliedes 0n > so kennte die 
Ordnung des Contactes fttr die bezttglichen Asymptoten noch höher ansteigen. Wenn n=M 
und alle Asymptoten also nach höchster Ordnung osculiren, so reducirt sich die Function JQa.« 
auf eine blosse Constante. 

Die Form der vorstehenden Gleichung ist eine vollkommen bestimmto, sie enthält keine 
überflüssigen Constanten. Zählen wir diese Constanten , so finden wir t 

Es hat sich also die Anzahl der Constanten eiiier Curve n. Ordnung Überhaupt, um f — ^+1 J 

Einheiten weniger reducirt, als auf den n gewöhnlichen Asymptoten Durdischnittspuncte mit 
der Curve unendlich weit gerückt sind, damit diese in mpunctig osculirende sich verwandeln. 
Es gibt also weniger verschiedene Fälle als man allmählig Durdischnittspuncte der Curve 
mit ihren Asymptoten auf diesen sich unendlich weit gerückt denken kanA: das heisst, nicht 
alle Voraussetzungen über die Ordnung der Osculation der einzelnen Asymptoten sind statthaft. 

18. Wenn eine Curve der n. Ordnung nur solche Asymptoten hat, die 
wenigstens mpunctig osculiren, so kann die Anzahl der mehr als mpun- 
ctig osculirenden von 1 bis n—m steigen, ausserdem aber nur noch n be^ 
tragen. 

Wir überzeugen uns sogleich von der Richtigkeit dieser Behauptung. Denn, bringen 
wir in dem ersten Gliede der letzten Gleichung eine. Asymptote P in Evidens: 

so rauss, wenn p ehe (m+1) punctig oscnlirende Asypptote sein soll, die nachstehende 
identische Gleichung Statt finden: 

damit, wenn p verschwindet, sich die Function Qa^m auf den (n—m — 1). Grad reducire. 
Wenn ausserdem auch Q eine (m+1) punctig osculirende Asymptote sein soll , so ergibt sich 
aus dem Grunde, dass iQD.m auch durch das Verschwinden von q sich auf den (fi— m— 1). 
Grad reducire , die folgende von Neuem beschränkte Form dieser Function : 

Auf (Kcsoi Wege 4er PaiticMlansatioii kttoBca wir weiter gehen , da aber iie FuactiM ßa-m 

4 
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nur bis mm (n-^m). Orade sich eiliebt, so kdiinea ron den ii linearoi nmcfionen Bn auch 
mir (n— ») ab Factoren in dem ersten Gliede der Bntwicklmi|p von i2^-^ erscheinen. Es 
kann also auch jede Zahl von Asymptoten, die mehr als mpunctig^ osculiren bis ;nir Oränxe 
(it— m) vorhanden sein. Der Fall, dass alle Asymptoten mindestens (ni+l)puttctig osculiren, 
wird dadurch bedingt, dass der Grad der Function fin.» um eine Einheit sieh reducirt. 
Somit ist der an die Spitjie dieser Nummer gestellte Satx bewiesen. Wir können denselben 
auch in die nachstehende Aussage einkleiden. 

Die Anjsahl der mpunctig osculirenden Asymptoten einer beliebigen 
algebraischen Curve, wenn diese Curve Oberhaupt solche aber keine 
minderpunetig osculirende Asymptoten hat, betragt wenigstens m. 

Es kann hiernach 2Um Beispiel eine Corvo von beliebiger Ordnung niemals bloss ein« 

* 

einzige gewöhnliche Asymptote haben , sie hat deren , wenn Oberhaupt solche Asymptoten, 
vorhanden sind wenigstens « w e i. Wenn die Curve keine solche Asymptoten hat, woU aber 
dreipun<5tig osculirende, so beträgt die Anzahl dieser wenigstens drei. Wenn auch keine, 
dreipunctig wohl aber vierpunctig osculirende Asymptoten vorhanden sind, so betragt die 
Anzahl dieser letatem wenigstens vier; und so weiter. 

29. So lange die Curve nicht über den 4. Grad hinausgeht, gibt der Satz der vorigen 
Nummer vollständig alle diejenigen Fälle, welche ausgeschlossen bleiben. Wir wollen^ 
zur Unterscheidung der verschiedenen Fälle jede Asymptote durch diejenige ZilFer darstellen, 
welche die Anzahl der auf ihr unendlich weit entfernt liegenden Durchschnittspuncte mit der 
Curve angibt «nd dann alle ffilferii, welelie den einzelnen Asymptoten der Curve entsprechen, 
neben einander stellen. So würde zum Beispiel das Symbol 9S2 eine. Curve der dritten 
Ordnung anzeigen die eine gewöhnliche und zwei dreipunctig osculirende Asymptoten hätte. 
Eine solche Curve ist nach dem Vorstehenden unmöglich. Für die drei möglichen Fälle von 
Curven, dritter Ordnung erhalten wir hiernach die folgenden drei Symbole: 

222 322 333. 

Fflr n^4, stellt das nachstehende Schema die mOglidien neun Fälle dar: 

2222 3322 8333 

3222 4322 4333 

4222 4422 4444. 

30. After neue Beschränkungen treten ein , wenn die Ordnung der Curven grosser ist 
als vier. Eine aufmerksame Betrachtung der Form uhserer Gleichungen lässt dieselben 
unmittelbar erkennen. 

In der nachstehenden Gleichung 

0h ii-B + ^ßn-m = 0, ^ (1) 

die wir durch Entwicklung der Function fi„-h (15) auch unter 4er folgenden Form schrei- 
ben kOnnnen : ©^ (©„^^ -|- fla_h_,) + ^fln.„ = o • 

treten h Asymptoten, welche alle die Curve mpunctig oeilculiren , auf die allgemeinste Weise 
in Evidenz. Es reducirt sich diese Gleichung auf den (n—nO^ Grad, wenn wir nacheinan- 
der jeden der h linearen Factoren der Function ©h verschwinden lassen. Aber andrerseits 
reducirt sich dieselbe Gleichung nur auf den («—2), Grad, wenn wir einen der (n—h) linea- 
ren Factoren von ©n-h gleich Null setzen, wonach diese Factoren im Allgemeinen (n— Ä) 
gewohnliche Asymptoten der Curve anzeigen. Soll aber insbesondere eine dieser Asymptoten, 
P , eine Ipunctig osculirende sein, so ist , indem wir dieselbe in der Function ßi,.k in Evidenz 
bringen (26) , nothwendig : 

ßn— b = pßn— b—i + Äßn— b— 1 , 

damit üe Gleidiung (1) durch das Verschwinden von p auf den (n— I). Grad sidi redudre. 
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Diese Gleichug geht Ueniach ia die fdgenle über: 

Wenn die k erstgenannten Asymptoten alle nach höchster Ordnung, also npunctig osculiren, 
so redudrt sich fio-m auf eine Constante. Setaen vir ttkertiess ft==S, so konunt: 

®2(pß>-5+ AUi— t-i) +H =*= o. 
In dieser Oldchmig kann I von 2 durch jode Einheit hindurch bis (n— 2) wachsen , wobei 
die Asymptote P von einer gewöhnlichen in eine osculirende ttbergeht, und die Ordnung der 
Osculation allmahlig steigt, bis die Asymptote eine («-**2)punctig osculirende wird. Alsdann 
erhalten wir, indem die Function i2a-.»~i auf eine Constante sich redudrt, 

02(pfti-a "^ ^)+/*= ; 
und weiter kann- dann die Ordnung des Contactes, auf der Asymptote P, nidit steigen , als 
nur dadurch dass k verschwindet Dann aber steigt diese Ordnung sogleich zu einer iipun^ 
ctigen, wobei die letirte Gleichung in die nachstehende Foim ftborgeht: 

O^Siü-^ + ^ = 0. 
Wir haben somit den folgenden Satn bewiesen : 

Es können von irgend drei Asymptoten einer Curve n. Ord^nung nicht 

swei die Curve npunctig und die dritte bloss (n— Dpunctig osculiren. 

31. Ausgeschlossen ist , nach dem vorstehoiden Satxe, für n=5 auch nach Berficksich« 

tigung der Beschrankungen der 28. Nummer , noch derjenige Fall , der durch das folgende 

S>inbol bezeichnet wird : UOS. 

Sonst treten , für »=5 , keine weitem Ausnahmen ein , and wir erhalten mit Beibehaltung 
der Bezeichnung der 29. Nummer , das folgende Schema von 2B verschiedenen Fallen : 

22222 54822 

S2222 6U22 

42222 44422 

62222 54422 

38222 55522 

48222 88833 

53222 43333 

44222 53333 

54222 44333 

55222 54333 

33322 55333 

43322 44444 

53322 54444 

44822 65555. 

82. Nach unserer Verfahrungsweise können wir unmittelbar die allgemeine Form der- 
jenigen Gleichung, die jedem einnelnen Falle entspricht, hinschreiben und eriialten somit 
die nachstehenden 28 Gleichungen, in einer solchen Aufeinanderfolge, wie sie den 28 Sym- 
bolen des vorstehenden Schema entoprechen. Es springt hierbei die Art deutlich in die Augen, 
wie jede neue Particularisation durch das Verschwinden einer einzigen Constanten erfolgt. 
Alle nachstehenden Gleichungen schliessen die gerade nothwendige Anzahl von Constanten 
ein , und diese Anzahl erhalt man unmittdbar , wenn man für jede lineare Function zwei 
Constante rechnet und dicy durch griechische Buchstaben bezeichneten Constanten hinzuzählt. 

pqrst -h Auvw + /«x = o , 
pqrst + A(p+a)vw -h jux = o , 
pqrst H- Apvw + /ux = o , 
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pqrst -{- Xfvw + fqH- * = o , 
pqrst + X(p+aKq+^)w -h /ux = , 
pqrst + Ap(q-Hy)w + /ux = o , 
pqrst + Ap(q+/J)w + /<p + ' » o, 
pqrst •(• Xpqw + /ux = o, 
pqrst + Apqw + /up + J « o , 
pqrst -1- Apqw + ' « o , 
pqrst + A(p+aX?+-/*Xi4^) + /*x ^ o , 
pqrst + Ap(q-h/J)(r+y) + a«l « o , 
pqrst + Ap(q-f /?)(r+y) + ^p + J = o , 
pqrst + Apq(r+y) + jux = o, 
pqrst + Apq(r+y) + /«p + J = o , 
pqrst + ^pq(r+>^) + J = o, 
pqrst -I- Apqr + /ux = o , 
pqrst + Apqr 4- /^p + * = o , 
pqrst + Apqr + ^ ^ o , 
pqrst + xuv + J" « o , 
pqrst + K(p+a)v -f- J = o , * 
pqrst + xpy 4- li = o, 
pqrst + x(p+a)(q4-/J) + * = o , 
pqrst + xp(q+^) + * « •, 
pqrst + «T^q + J == o , 
pqrst + /IX == 0, 
pqrst + /ip + J = , 
pqrst 4. ^ =s o. 
38. Für Cinren der 6. Ordnung wird die AnsaU der als unmöglich aussuschliessenden 
FäUe schon grösser. Nach dem Satse der 30. Nummer ist hier ^nivörderst die durch das 
Symbol 665 angezeigte Asymptoten • Combination unmöglich , wonach es die folgenden sechs 
FäUe sind: 665383 

666522 

665522 

665422 

665322 

665222. 

Aber es ergeben sich hier noch neue nnmögliclie Fille , m deren Bestinuaung wir uns zu 
den Betrachtungsweisen der 30l Nummer surttckwenden wollen. 

Wir können eine Curve der n. Ordnung, weldie 3 dieselbe (n^l)punctig osculirende 
Asymptoten hat, ohne Weiteres durch die folgende Gleichung darstellen: 

Ösfti.-3 + /ex s o 
dars^llen und dann in dieser Gldchuhg eine vierte Asymptote P, welche die Curve Ipunctig 
osculirt , sogleidi in folgender Form : 

e^CpiSii^ + i2iH-3-i) + MX =s o 
in Bvidenx treten lassen. Diese Gleichung umfiasst, indem wir insbesondere x auf elneCon« 
sUuite reduciren, den Fall, dass die Asymptoten €^ die Curve alle drei i^unetig esculiren, 
und wenn eine dieser Asymptoten Q ist , wonach 

e, sq©,, 
indem wir x ^ q + a 
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setsen , dasg diese Asymptote Q die Ciirve »pmictlg osculirt, während die Ordnitnflf der Oscu- 
lation für die beiden Asymptoten 02 ^^^^ (* — l)pnnctige bleibt. Alles diess bat im Allge- 
meinen auf die Ordnung der Osculation auf der Asymptote P keinen Einlluss. Diese Ordnung 
kann durch alle Einheiten hindurch von 1=2 bis (=ji— 3 ansteigen , weldiem letztem Falle 
die folgende Form entspricht: 

05(pßii-H + it) 4- iMX = 0. 

Höher kann die Ordnung des Contactes auf P' nur dadurch steigen , dass X verschwindet, 
woraus die Form: 

p@sI2..4+iux=o 
hervorgeht , und die Osculation mit üeberspringung einer (n— 8)punctigen in eine (n— l)pun« 
ctige sich verwandelt hat, oder in dem Falle, dass die lineare Function x auf eine Constante 
redudrt worden ist, in eine npupctige. 

Hiermit ist der folgende Sats bewiesen: 

Es können von irgend vier Asymptoten einer Curve n. Ordnung nicht 
drei die Curve npunctig, oder drei die Curve (it— l)punctig, oder endlich 
eine dieselbe »punctig und xwei (n — l)punctig osculiren und dann die 
vierte Asymptote eine (ii~2)punctig osculirende sein. 

Ausser den ssa Anfang dieser Nummer, fttr den Fall fi=6, ausgeschlossenen FäUen sind 
also auch die folgenden drei Fälle noch ausmischliessen : 

066422 
655422 
555422. 

34. Der allgemeine Satx, welcher diejenigen Fälle anzeigt , wddie, auch nach den Be- 
schränkungen der 28, Nummer, als unmöglich noch ausmischliessen sind , ist der folgende. 

Wenn eine Curve n. Ordnung m Asymptoten hat, welche alle wenig- 
stens (ii—(m— 2)) punctig osculirende sind, so kann dieselbe Curve keine 
(n^(in— l))punctig osculirende Asymptote haben. 

Um, für eine gegebene Ordnung n , alle Fälle nu ersdiöpfen , müssen wir fittr m nach 
einander alle gannen Zahlen von 2 bis (n— 3) nehmen. Der Sats der 30. Nummer ent^richi 
dem besondem Falle ms=2 , der Sali der vorigen Nummer dem besondem Falle mp=S. 

Der Beweis des vorstdienden Satnes bietet sich sogleich Aar. Denn es stellt die Old- 
ehung »ibAi m + f*^m^% = o 

auf die allgemeinste Weise solche Curven der n. Ordnung dar, wdche m Asymptoten haben, 
welche alle diese Curve (n— (m— 2))punctig osculiren. Auf diesen Asymptoten kann aber, 
was durch schickliche Partieularisation der Function um-» angeseigt nird, die Ordnung der 
Osculation auch höher noch ansteigen ; diese besondem Fälle soll also die vorstehende Glei- 
chung Ülr^uns hier einschliesslich enthalten. Aehnlich wie fMher können wir auch hier eine 
(m+1). Asymptote P in Bvidenn bringen, und nugleich ausdrucken, dass die Ordnung der 
Osculation auf ihr eine Ipunctige ist Diess ist in nachstehender Gleichung geschehen: 

Wir sehen, wie die Ordnung der Osculation auf dieser neuen Asymptote P steigt, wenn wir 
I von 2 bis (n-^m) wachsen lassen, dann aber nur durch das gänsliche Verschwinden der 
Function Qm^m^i mit Üeberspringung einer (n— (m— l))punctigen in eine wenigstens (n^(»— 2)) 
punctige übergehen kann. 

35. In Beziehung auf die Curven der 7. Ordnung müssen wir fttr m nach einander 2, 
3 und 4 nehmen und bei einiger Aufmerksamkeit ergeben sich die nachstehenden 54 Fälle 
als die unmöglichen. 
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77776.23 

777S.M2 

.5» 

.4sa 



7777S.iS 
76MS.» 

6aeB&82 

777&5SS 
.3» 



776.6632 
.6582 
.6432 



766^.588 
.422 
.382 



6665.&22 
.422 
.322 



776.4444 

7776.383 

776.6333 

.5333 

.4333 

.3333 

7775.333 

7665.333 

6665.333 



.6283 
.5522 
.5428 
.5322 
.5222 , 

.4483 77774.22 

.4322 76664.22 

.4228 66664.88 

.3388 77554.33 

76554.88 
75554.33 
66554.33 
65554.38 
55555.88. 
In jedem eiiuKlneii Symbole dieses Sdieraa bezeichnet der beigefttgte Punct , daas durch 
die vor demselben befindliche Combinntion das Unmögliche bedingt ist 

36. Es ist augenscheinlich, dass für ii»6y derjenige unmögliche Fall, in welchem keine 
gewöhnlichen Asymptoten vorkommen, 665333, aus dem unmöglichen Fall^ fttr n^, sidi er- 
gibt, indem man in dem, dem letstgenAnnten Falle ent^rechenden, Symbole 55433 jede Ziffer 
um Eins wachsen lässt und dann noch die Ziffer 3 hinzufilgt ; dass ferner fir n^ derjenige 
unmögliche Fall , in welchem keine weniger als vierpunctig osculirenden Asymptoten vor- 
kommen^ llMMii , aus dem unmöglichen Falle 665333 sich ergibt , indem man jede Ziffer 
des letzten Symbols um Eins wachsen Ittsst und dann noch die Ziffer 4 hinzufttgt Endlich 
ist klar , dass für n«^ , die Anzahl der unmöglichen Fälle , in welchen dreipunctig osculi- 
rende und keine gewöhnlichen Asymptoten vorkommen der Anzahl der unmöglichen Fslle für 
»=6, in denen gewöhnliche Asymptoten vorkraimen, gleich ist und dass jene aus diesen sich 
unmittelbar ergeben. So erhsit man zum Beispiel aus dem Symbol 665833 indem man jede 
Ziffer um Eins wachsen ttsst und dann noch die Ziffer 3 hinzufügt, das Symbol 7763333, 
welches den zweiten der in der vorigen Nummer angezählten 54 unmöf^chen Fälle anzeigt 
Es ist hiemach, für ii=7, die Anzahl deijenigen in Rede stehenden unmöglidien Fälle, in 
welchen keine gewöhnlichco Asymptoten vorkommen, der Anzahl aller unmöglidien Fälle für 
1^=^ gleich, und es gibt nur einen einzigen Fall, in dem keine weniger als vierpunctig oscu^ 
lirende Asymptote vorkommt, wie es für nr=h im Ganzen nur einen einzigen auszuschüessen- 
den Fall gibt. 

Der allgemeine Satz, welcher hi^ uns entgegentritt, ist der folgende. 
Ftir Curven einer beliebigen »• Ordnung beträgt die Anzahl derjeni- 
gen, in Gemässheit des Satzes der 34. Nummer, unmöglichen Fälle, in 
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8887. 

887.. 



• • 



srrrre. 

777776. 

ooooo« • 

87776. . 
77776. . 



8776. 
7776. 



welchen nur wenig^stens kpvnctig^ osculirende Asymptoten vorkooimeii, 
^o viel als die Anzahl aller unmOgliclien FAlle fflr Curven der (ii*-(ft— S)). 
Ordnung. 

87. Fttr »=8, sind nach dem Satse der 84. Nummer, indem wir fttr m nadi einander 
5, d, 8 und 8 nehmen , die nachstehenden Asjrmptoten - Combinationen unmttg Uefa. 

888885. . 

877775. . 

886665. . 

876665. . 

fiAAOttiC 
DOINIDO. . 

777775. . 
776665. . 
766665. • 
666665. « 



877774. 
886664, 
876664. 



88885. 
87775. 
88665. 
87665. 
86665. 
77775. 
77665. 
76665. 
66665. 



'. • 



777774. • 

776664. . 

766664. . 

666664. . 

888554. . 

877554. . 

886554. . 

876554. . 

866554. . 

777554. . 

776554. <. 

766554. . 

666554. . 
885554. . 

875554. . 

865554. . 

855554. . 

775554. . 

765554. . 

755554. . 

655554. . 

555554. .. 
Nach diesem Schema erhält man alle Symbole, welche die aussuschliesscnden Fälle an- 
zeigen, wenn man solche ZifFern, die nicht höher sind, als iie letzte in jeder Combination, 
mit RüdLsicht auf die Beschränicungen der 28. Nummer, in gehöriger, durch Puncto bezeich- 
neter, Anzahl hinzufttgt. 

Die Combinationen vor dem Puncto in dem Schema der 35. Nummer fOr ii=7 entspre- 
chen den Combinationen des vorstehenden Schemas und was ich dort ausgeflihrt habe könnte 
ich ohne mehr Mfihe auch hier ausfllhren, nur dass die Anzahl der verschiedenen lUle 
grösser wird. Wo, hier wie dort, nur noch zweiZiCem folgen, können nach der 88. Num- 
mer diese ZUFem nur 88 sein; wo drei ZUTern fehlen, kann unter diesen keine 4, wo vier 
fielen keine 5 , wo fünf fdilen , keine 6 vorkommen. Hiernach ergibt sich denn audi ohne 
Muhe die Anzahl der unmöglichen Fälle, die einer beliebigen unmöglichen Combination ent- 
sprechen. Ist zum Beispiel die letzte ZUfer einer solclien Combination 6 und sind vier Zif- 
fern zu ergänzen (was der Fall der drei letzten Combinationen der ersten Vertical-Columne 
des vorstehenden Schemas ist) so können diese Ziffern nur 

4444 6333 5383 4333 3333 
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sein, wenä keine. gewfthnlidien Asymptoten vorhanden sini. Sind solche vorbanden, so er- 
halten wir für diese die nachstehenden Gruppen von hincusufilgenden Ziffern : 

6622 6322 5422 4422 3322 

6522 6822 5322 4322 3282 

6422 5Sft2 5222 4282 2222, 

wo die beiden letnten Ziffern 22 überall sich finden müssen, die beiden ersten aber jede Com- 

bination mit Wiederholungen der fünf ZüEem 6,5,4,3 und[ 2 sein kennen. Die Anzahl 

5 6 

der unmöglichen Fälle mit gewöhnlichen Asymptoten betragt also -p-^. Sie würde überhaupt, 

wenn die letzte Ziffer der das Unmögliche mit sidi bringenden Combination s ^^^ ^u^d die 
Anzahl der zu ergänzenden Ziffern A betrüge , gleich sein der Anzahl der Combinationen mit 
Wiederholungen von {g—l) Elementen zu (A— 2), folglich gleich 

(.9-1) (.9) (.<M-1) ... (.y+fc~4) 
1.2.3... (Ä— 2) 

38. Nach den Schluss - Erörterungen der beiden vorigen Nummern wird es uns endlich 
leicht, für di«^ Curven einer beliebigen Ordnung, die nach dem Satze der 34. Nummer 
als unmöglich auszuschliessenden Fälle zu zählen und diese Anzahl allgemein zu bestimmen. 

Für ii==5, ist ein einziger unmöglicher Fall vorhanden. 

Für it=^y kommt eine Anzahl von 

Fällen hinzu, die einerseits den unmöglichen Combinationen 6665 und 665 und andrerseits 
den drei Combinationen. 6664 , 6554 und 5554 entsprechen , indem wir überall das Vorhan- 
densein gewöhnlicher As^'mptoten voraussetzen. 

Für it==7, kommt noch eine Anzahl hinzu, die der Anzahl der Symbole mit gewöhnli* 
eben Asymptoten in dem Schema der 35. Nummer gleich ist , nemlich 



0-'-H)L 



+ 3 (1 + 4) i "" 1 • 2 

+ 3^ 
Fir 11=8, kommt noch folgende Anzahl hinzu: 

6.7 6.7.8 



^^ + 3 • 5 -f 3^ 



( 



l+«+7^ + 



') 



^^^+3^5 + 33. 



1.2 ' 1.2.3. 

, V 1.2/ / 1.2.3 1.2 

+ 3^1+4) 
+ 3* 

. Die Anzahl ist wiederum gleich der Anzahl der unmöglichen Fälle mit gewöhnlichen Asym. 
ptoten, für n=%. Und zwar kommen von dieser Anzahl die vier Glieder der ersten Klam- 
mer bezüglich auf die vier ersten Combinationen des Schemas der 37. Nummer, die drei 
Glieder der zweiten Klammer auf die drei mal drei folgenden Combinationen, die mit den eben- 
genannten die erste Vertical-Columne bilden; femer die beiden Glieder der dritten Klammer 
auf die beiden Gruppen von neun Combinationen der zweiten Vertical - Columne und endlich 
das letzte Glied 3^ auf die 37 Combinationen der letzten Vertical-Columne. 
Das Gesetz ist hiernadk klar ; für }i=9 , kommt 



8.9,10,11 7.8.9 6^7 

1.2. 3.4^^ 1.:«. 3^^ TTi^^ -^^^ ' 
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mi endlteh überhMipl keia Uebergange von (n— 1) xu x: 

(»~l)ii(iH-l) .... (a«~7) ^ (n-%)(it-l)m. . . (aii~9) ,«... y.8.9 

1 s 3 .... «— » ' ~1 s 8...(ii— e)"^" ■ "*■* i.a.a 

H-Sn-r. *^+8n-6. 5 + 3»-$. 

Pttr die Auahl aller als unmöglich auszuscUiessenden Fälle erbalten wir, indem wir 
die SuiQOie aller bisherigen Ausdrücke nehmen ^ die folgende Entwicklung : 

^^ ' 1 . 2 . S (n— 6) • 

+ ri+Sl . 0t-8)0t-l)n, .(2n--91» • 
^ ^^ 1 . 2.3... (n-Ä 

(n-3)(ii-gKii-l). . (211—11) • 



+ [1+3+8^ 



1.2.3.. in— 7) 



+ [1+3+3^+3^+. +3"-^] . ^ 'l'^!'^i 



■f 11+3+3^3-^+ • . +3°"-»l 



7,8.9 
1.2.8 
6.7 



+ Il+34-32+3*'+ . . -f 3»-7] . ri/ 

1 .x 

+ 11+3+8^+3^+ • • +3»-<>l . ft 

+ IH-34-3--l-3^+ . •4-3'^-*] • 1 

fn— l)a(nHhl). . . . (2»— 7) 

~ 1 • 2 . 3 . . . . (n— 6) 

(Ji-^2)(ii— 1)» . . . (2n— 9) 



+ 



4- 

13. 



1 . 2.3... (n— 6) 

rif 3^fn-2)(n-l). .(2w— 11> 

1 . 2 . 3 . . • (n - 7) 






3°-<>-l 8.9.10.11 
2 '1.2. 3 . 4 

3"-7— 1 7.8.9 
2 1.2.3 

2 1.2 



• 2 

3»-<^l 

• j. - • 

Nach dieser allgemetaen Form«! finden wir, wenn wir für n nach einander alle Werthe 
vo» 5 bis 10 nehmen , und die entsprechende Anzahl von unnAfjJichen Fallen bexfiglich durch 
-5, -6 , -7, 2s, JS9 an' -^ bezeichne«: 

^1=1, St^VSy 

^ = 9, 1^ = laeo, 

5 



• • 
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39. Es bleibt ins jetzt nur Mcb flbii;, iie AasaU der mnc Mr ii f ■ü g l i ffcfn FUle 
in Bezif bong auf die Annäberaa^ einer Cnrve emer belieMf en n. Orteng an ibie yencUe. 
denen Asysptoten m bestimmen. Wenn wir einstweilen nur diejenigen Falle, wdcbe nach 
der 2a Wammer nicht Statt iindea kdnnen, anssdUies^n, so betragt die AnzaU aller Falle, 
nie man nach dem Vorhergebenden gleich einsieht: 

^^~r'^''TTT"^"mTz'^ 1 . 2.8.4 ^"^ 1 . «.S.4 ...m-aj 






? ' ^ ' ^ & - g * y 5.6.7.8 5.6.7.8.9 

i "^ 1.2 "*"l.2.8 "^ 1.2.3.4 1.2.3.4.5 



• 4 4 . 5 4 > 5 . 6 4.5.6.7 

"^^"*" 1 "^ 1.2 "*'l.2.3 "^1.2.3.4 

^^^ 1^1.2^1.2.8 

, 1 

+ 1. 

In diesem Ansdnicke gibt die JL Horizontal - Golamne die Annahl derjenigen Falle , in wel- ' 

eben keine Asymptote minder als (h+l)panctlg osculirt, aber Asymptoten von dieser Art wirlüidk 

vorhanden sind ; und in jeder einzelnen solcher florizontal •> Columne bedeutet insbesondere 

das g. Glied die Anzahl doijenigen Fälle, in welchen die Anzahl der (b-Hl)ponctig osculU ' 

renden Asymptoten (n— ^1) beträgt. Wenn wir diese (n~l) versdiiedenea Horizontal-Co- 

lumnen suramiren , so ünden wir fttr die vorstehende Entwicklung den folgenden Ansdmck : 

(n—iymn-^t) . . . (2it^-4) 6>7.8.9.10 5.6.7.8 4.5.6 S. 4 2 

12 3 ...(Ji— 2} 1.2.3.4.5 1.2.3.4 1.2.3 1. «'*"!'*' 

Führen wir die Rechnung bis zur 10. Ordnung aus, so kommt, wenn wir die Anzahl der 
frafflichen Fälle Sn nennen nnd nach einander n von 2 bis 10 wachsen lassen : 

S2 = 1 Ss «^ 29 Sg « 1275 

Sg = S S6»99 8q ^ 4707 

S« =: 9 $7 ^ 351 Sio ==^ 17577^ 

Ziehen wir endlich von der somit fUr Curven der verschiedenen Ordnungen bestimmten 
Anzahl von Fällen , die in der vorigen Nummer bestimmte Anzahl unmöglicher Alle bezüg^ 
lieh ab , so kommt , fttr 

Ji = 2 

n« 8 

n» 4 

n =i5 

n «.7 • 
. « = 8 

n ==: 9 
a ==10 

das ist also die Anzahl der möglichen verschiedenen FäHe, welche bei den 10 ersten Ord- 



Sj 


= 1 


s. 


= S 


s« 


= 9 


8s -Ss 


s S8 


Si -* 


» 90 


St -^ 


« S97 


S. -28 


a lOOS 


S, -Ä, 


=» S4iT 


Sia — Sta 


=: IM»; 
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nimgen in Beeiehung auf die Ordnung der Annäherung der Gurve an geradlinige Asymptoten 
Statt finden kdnnen. — 

4». Wenn wir anf die Entiiidüungea der 97.-— SA. Nummer Kurttckblicken, w treten uns 
iswei allgemeine Sätze (28, 84), nacli welclien die unmöglichen Fälle ausgeschieden worden sind, 
entgegen. Diese Sätze finden beide ihre letzte Begründung in dem Satze der 9. Nummer, 

nach welchem eine Curve der n. Ordnung , welche durch Tum — (" «" "*" ^) ) ^^^^^ 

Puncte einer gegebenen Curve der nu Ordnung geht ^ diese Curve ausserdem noch in 

— ^— h 1 ) neuen festen Puncten 'schneiden und zugleich bieten uns diese Sätze ein 

bemefkenswerthes Beispiel dar, wie Puncte, die unendlich weit gerückt , und also, im abso* 
luten Sinne, nicht mehr vorhanden sind, dennoch für die nicht unendlich weit liegenden 
Puncte dieselben Abhängigkeits-JBeziehungen hervorrufen als jfrtther, ehe sie ins Unendliche 
unbestimmt sich verloren haben^ 

Nach dem ersten der angefahrten Sätze hat eine, beliebige algebraische Curve, wenn sie 
mpunctig und keine minderpuuctig osculirende Asymptoten hat, solcher Asymptoten wenigstens 
m. Hiernach existirt zum Beispiel keine Curve der 5. Ordnung, welche dem Symbole 

33333 
entspricht ; die vier ersten dreipunctig osculirenden Asymptoten fordem, dass auch die fünfte 
Asymptote eine osculirende sei. Es liegen ayf jeder Asymptote zuvorderst zwei Durchschnitts- 
Pupcte mit der Curve unendlich M'eit , wir können uns durch dieselben zwei unendlich weit 
entfernte gerade Linien gehend denken, welche dann weiter keinen Prnict mit der Curve oder 
ihre Asymptoten gemein haben. Auf jeder der vier erstem Asymptoten liegt noch ein dritter 
Durchschnittspunct mit der Curve unendlich weit^ die wir als einer dritten unendlich weit 
entfemlen geraden' linie angehOrig ansehen kennen. Nehmen wir das System dieser drei 
geraden Unieu lEÜr eine Curve der dritten Ordnung » so schneiden sich alle Curven der &» 
Ordnung, welche dem vorstehenden Symbole möglicher Wmse entsprechen, in 14 Pimcten einer 
Cvorve dritter Ordnung und dso auch in einem 1$. Puncte derselben, welcher, wie jene 14, 
hier nothwendig unendlich weit liegt. In die Reihe der Curven fünfter Ordnung gehört aber 
auch das System der fünf Asymptoten , ein dritter Durchschnitt der fiUifiten Asjmptote mit 
diesen Curven liegt also ebenfalls unendlieb weit ^ diese Asymptote ist eine dreipupctjg oscu- 
lirende. Zu den Curven der 5. Ordnung , welche durch dieselben 14 unendlich weit entfern- 
ten Puncto gehen, gehören insbesondere aber auch aUe Curven welche mit den drei ersten 
As>inptoten einen mehr als dreipunctigen Coutact haben ^ folglich wird auch für diesen Fall 
die fünfte As>mptote eine dreipunctig osculirende. « 

Wenn eine Curve der n. Ordnung überhaupt tu— (9Rr-l)) mpnnctig osculirende Asym«- 
ploten hat und die übrigen 0»t-1) As>7nptoten dem Sjmbol 

m m-*l m^2 • . . 48S 

entsprechen, so dass anf diesen As>inptoten zusammen ^ Durchschnittspuncte 

unendlich weit liegen, so befinden sich aufm unendlich weit gerückten geraden Linien 

•■i(Ä— (m^l)) -f* — - — 2~^ * £ mii— ( ^ — ^ *r 1 ) 

unendlich Veit liegende Durchschnitte dei; Curve mit ihren n Asymptoten« Also schneidet 
die Curve ihre n Asymptoten aiuch noch in denselben (^^ ^ ^ ^^ Pnnfcten , welche 
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ebenfitns auf jenen m geraden Linien ttnendlicli weit liegen; also sind auch die lefarten (»— 1) 
Asymptoten mpunctig osculirende. Und das ist vollständig unser Sats. 

41. Der zweite der oben angefttlirten Saiae entspringt auf anderm Wege ^us derselben 

Quelle. Wpnn wir die, nach dem Satze der 9. Nummer, gegebenen f mii — ( ^ ^ ^) ) 

festen Puncte auf m geraden Linien unendlich weit entfern^ annehmen, und unter dieselben be- 
liebig aber so vertheilen , dass auf keine derselboi mehr als n kommen, so gehen durch diese 
Puncte einerseits unendlich viele Curven der n. Ordnung, welche jede dieser Linien in un» 
endlicher Entfernung wenigstens nach derjenigen Ordnung osculiren, welche durch die An- 
zahl der auf ihr angenommenen Puncte angezeigt wird, und andrerseits, als Curve der ff. 
Ordnung zu betrachten, ein System von n unendlich weit entfernten geraden Linien. Dieses 
System und alle jene Cnrven der fi. Ordnung schneiden das System der oben genannten' m 

geraden Linien , nach dem Satze der 9. Nummer , noch ia ( r — "^ ^ J neuen also im 

Ganzen in mit festen Puncten, welche nothwendig aUe unendlich weit liegen. Die ai gera^ 
denldnien, auf deren jede n dieser Puncte kommen, sind also alle nponetig osculirende 
As>inptoten der Curven n. Ordnung. Bewiesen ist hiemach der nacfastelieBde Satz, welcher 
nur der Aussage nach von dem Satze der S4. Nummer verschieden ist. 

Eine beliebige algebraische Curve kann nicht m solcher Asympto- 
ten haben, auf welchen die Anzahl aller unendlich weit liegenden Durch- 

sehnittspuncte zusammengenommen nur um T^- ^ — 4- Ij oder um we- 
niger noch geringer ist, als in dem immer möglichen Falle, dass alle m 
Asymptoten npunctig osculirende sind. 

' Als Beispiel zur Veranschaulichung wollen wir ein System von drei gegebenen und ein 
zweites System von drei unendlich weit entfernten geradoi Linien betrachten. Diese beiden 
Systeme schneiden sich in neun Puncten, die unendlich weit liegen; durch acht dieser Puncte 
gehen alle diejenigen Curven der dritten Ordnung, welche die drei gegebenen geraden Linien 
zu Asymptoten und zwar zwei derselben zu osculirenden As>7nptoten haben. Solche Curven 
gehen also auch durch den neunten unendlich weit entfernten Punct, das heisst, sie werden 
auch von der dritten Asymptote dreipunctig oseulirt. — 

42. Wir können für die allgemeine Gleichung der Curven der it Ordnung mit einer 
mpunctig osculirenden Asymptote P, die nachstehende Gleichung mit «berzfthligen Constanten 
nehmen : p^o-i + /ctfio^tn » o , 

bei deren Form es wesentlich ist, dass, indem wir etwa p und q als die beiden linearen 
Functionen , von denen alle andern Functionen abhängig sind, betrachten , in der Function 
•i2o*.m die höchste, die in-^mX Potenz von q; nicht fehlt Ueberdiess fordert die Allgemein- 
heit, dass auch X2a.| die lineare Functioii q in der höchsten, der (n— 1). Potenz enthalte. 
Schreiben wir die letzte Gleichung auf folgende Weise: 

so ist ersichtlich, dass, unter den gemachten Voraussetzungen, diese Gleichung befriedigt 
wird, wenn für immer wachsrade Werthe von q der Werth von p immer mehr abnimmt; 
und die Curve also an ihrer Asymptote P sich hinzieht indem sie sich derselben immer mehr 
annähert , je weiter sie sich erstreckt. Fflr die Puncte eines solchen K^eig^es der Curve 
können wir also, im zweiten Theile der vorstehenden Gleichung, für wachsende Werthe von 
q die Function p v^nachlässigen ; vernachlässigen wir ttberdiess auch niedere Potenzen von 
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q gegen höhere, so komnrt, indem wir darch n einen onbestiamten Coeflteienten beveidmen, 

p SS ifq-(»— •>, 

E» Ist also der entsprechende Werth von p , den wir ^ unkeschadet der Allgemeinheit , als 
den kttraesten Abstand des besaglichen Punctes von der Asymptote P constmiren können, 
ein mendlieh Kleines der (m— i). Ordnung. Also : 

Die Annäherung einer Curve an eine mpunetig nscnürende Asym- 
ptote ist unendlich gross und von der (m— 1). Ordnung« 

Die Ordnung der Aimaberung wachst also in demselben Maasse als die Anmhl der auf 
der Asymptote in uoendlicber Entfernung nusammenfallenden Puncte, in der Art, dass, wenn 
an einer gegebenen geraden Linie zwei Curvensich hinniehen, welche von dieser Linie beaüglich 
(m~l) und »punctig In unendlicher Entfeqnmg oscuUii werden und man in einem Puncte 
IM der geraden Linie ein Perpendikel oder statt dessen unter beliebigem Winkel eine gerade 
Linie, welche der ersten Curve in K und der sweiten in L begegne, errichtet, das Segmen- 
ten - Verhaltniss HL : IHK sich , je weiter der Punct M auf der geraden Linie fortrOckt, 
desto mehr der Oränne Null sidk nähert. 

Das Unendliche, als Granne betraditet, schliesst nothwendig das doppelte Vorseichen in 
sich ein. Es verschwindet p mit f «^ 4- oe , wie es mit q = — oo verschwindet, es wird p 
immer kleiner, sowohl wenn der negative als auch wenn der positive Werth von q hnmer mehr 
wächst. 

Eine algebraische Curve nähert sich im Allgemeinen jeder Asym- 
ptote nwiefach nach den beiden entgegengesetnten Richtungen der Er- 
streckung dieser letstern. 

Je nachdem in der leinten Oleichung m eine gerade oder eine ungerade Zahl bedeutet, 
fcndert, wenn wir q nach einander nrit entgegengesetxten Zeichen nehmen, nuglcich auch p 
sein Zeichen oder nicht 

Die beiden Zweige einer algebraischen Curve, welche sich nach ent- 
gegengesetnten Richtungen an jeder Asymptote hinaiehen, liegen ent- 
weder auf eatgegengesetnter oder auf derselben Seite dieser Asymptote, 
je nachdem die Ansahl der auf dieser In unendlicher Entfernung nnsam- 
menfallenden Puncte eine gerade oder ungerade ist*— 

43. Im Allgemeinen lässt sich der Lauf der unendlichen Zweige einer Curve durch ge- 
radliaige Asymptoten darstellen ; im Allgemeinen kann diess genauer noch geschehen , wenn 
wir an die Stelle der geradlinigen Asymptoten hyperbolische seinen. 

Eine Curve der nweiten Ordnung lässt sich Oberhaupt durch fünf willkflhrlich angenom- 
mene Puncte legen. Von diesen fOnf Puncten kann einer nach gegebener Richtung unend- 
lich weit liegen ; dadurch wird bedingt, dass die fkagliche Curve nweiter Ordnung eine Hy- 
perbel ist, deren eine Asymptote die gegebene Richtung hat Es können auch awei der 
Anf gegebenen Puncte auf einer gegebenen geraden Linie unendlich weit liegen und dann 
ist diese gerade Linie eine Asymptote der Hyperbel. Aber auf derselben gegebenen geraden 
Linie kann , wenn die Hyperbel nicht in ein System von awei geraden Linien ausarten soll, 
kein dritter geg ebe n er Punct unendlich weit liqpen, weil, weder im Endlichen noch im Un- 
endlichen, drei Puncte einer Curve nweiter Ordnung in gerader Linie liegen können. Wenn 
aber eine Hyperbd gegeben ist , so lassen sich durch drei auf einem Zweige derselben un- 
endlich weit entfernt liegende Puncte neue Hyperbeln legen , von wdchen wir sagen , dass 
sie sich unter einander mid insbesondere auch die gegebene, in unendlicher Entfer- 
nung osculiren. Zur vollsUndigen Bestimmung einer suchen Hyperbel sind noch awei 
Puncto nothwendig und hinreichend. Wir können anch durch vier Puncto, welche auf einem 
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Zwdge einer gegebenen HyperM Hnendlk Ii wcü Ueg^cii^ neue Hypcvbetti legen. AUe soicke 
H>'perbela oseuliren sich vierpnnctig in uneDdlieher Entfernimg. Ein einziger Ponct ist 
hinreichend mn eine dieser Hyperbeln vollkonmen nu beslininien. Aber so wie ttberhinpC 
2wei Hj-perbeln sich im BndliÄen nnr in vier Pnncten schneiden ktenen , so ktanen wir 
auch nicht durch mehr als vier Pnncte , die auf einem Zweige einer gegebenen Hyperbel m-» 
endlich weit liegen , eine zweite Hyperbel legen. Wenn aber eine Curve der dritten oder 
einer hohem Ordnung vorliegt , so lässt sieb , im Aügemeinen , durch fünf Fände ^ die auf 
i»em 2weige derselben unendlich weit liegen, eine Hyperbel l^en und zwar nur eine ein- 
zige und vollkommen bestimmte, wahrend durch bloss vier dieser unendlich weit entfernten 
Puncte, unendlich viele H^^perbeln gehen. Jene einzige Hyperbel oscnlirt' die Curve in unend- 
lieber Entfernung finfpunctig, Ar diese uendlich vielen Hyperbeln ist der Contact ein 
vierpunctiger. Aber so wie, im Allgemeinen, durch sechs gegebene Pnncte keine Curve 
zweiter Ordnung sich Ic^en lAsst, so bleibt auch im Unendlichen, wenn die vorliegen» 
de Curve nicht von besonderer Natur ist, die Aufeinanderfolge von sechs Pan* 
cten auf einem unendlichen Zweige derselben, nicht von der Ait, dass durch dieselbe eine 
sechspnnctig osculirende Hyperbel sich legen lässt. Eine Particularisation der vorliegenden 
Curve ist also nothwendig, von welchem Grade Abrigois aach diese Cnrve sein mag, vnd 
diese Particularisation steigert sich mit der Anzahl deijenigen Pnncte, welche in unendlicher 
Entfernung zusammenfallen sollen. Weil aber überhaupt eine Curve der n. Ordnung von 
einer Hyperbel jiur in 2n Puncten geschnitten wird, so kann auch eine Curve der genannten 
Ordnung sich unter keiner Bedingung soweit particularisiren , dass einer ihrer Zweige in 
unendlicher Entfernung mehr als 2npuuctig oscnlirt werde. 

44. Wir wollen uns nun zu der anal>tischen IKscussion wenden, welche, wahrend Bir 
uns einerseits in der Anlage derselben von den allgemeinen Beineikungra der vorigen Num- 
mer leiten lassen , andrerseits die Begründung dieser Bemerkungen darbieten wird. 

Es sei pi3n^t + fliia^t =^0 ^ (1) 

die allgemeine Gleichung der Curven einer beliebigen n. Ordnung, welche einen unendlichen 
an der geradlinigen As}inptdte sich hmziehenden Zweig haben. Die allgemeine Gleichung 
einer H^^erbel , welche die gerade Linie P ebenfiills zur Asymptote hat , ad : 

pr -•- 4 = o. , » ' > (2) 

Wenn wir zwischen den beiden vorstehenden Gleichungen p elimiiiiren, ao ergibt sich 

Aflo-i — firfln^, ^ o. (3) 

Da diese neue Gleichung nur bis zum (n— 1). Grade ansteigt« so folgt dass ^ weil zwei 
Durchschnitrspuncte unendlich weit liegen — die Hyperbel (2) die gegebenen Curven (1) nur 
in 3(ff— 1) Puncten schneidet Zur analytischen 'Bestimmung dieser Durcbscbnittspuncte k!ön«> 
nen wir uns der beiden letzten Gleichungen (2) und (3) bedienen. 

Wenn die Curve, welche durch die letzte Gleichung c3) dargestdtt wird, eine solche 
Asymptote hat, die der Linie P parallel ist^ so liegt einer ihrer Durchschnitte mit der Hyper- 
bel' (2) nach der Richtung dieser Linie unendlich weit : es liegen also , in dieser Vorausset- 
zung, drei Durchschnitte dieser Hyperbel und der gegebenen Curve (1) nach derselben Rich^ 
tung unendlich weit. Wenn die Curve (3) die gerade Linie P zur Asymptote selbst hat, s# 
liegen zwei Durchschnitte dieser Curve und folglich vier Dunthsdbnitte der gegebenen Curve 
mit der Hyperbel (2) nach der Richtung der geraden Linie P unendlich weit« Wenn übetu 
haupt die H>7erbd C2) mit den Curven C3) nach der Richtung von P in unendlicher Kntfer* 
nung einen mpunctigen Contact hat, so steigt ihr Contact mit den gegebenen Curven (1) zu 
einem (ni4-2)pHnetigen an- 

Dm die Function p. in der Oleichmg (8) in Evidenz treten zn lassen, milsi«ni wir 4ie 
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Fona der ntocüoiiea r, Sia^t mul A-^ naher partieulariairea. Zu diesem Ende sei, indem 
#ir diese Functionen von p und irgend einer, nach Belieben su bestimmenden, zweiten Unea- 
ren Function f abhangen lassen: r = q + ap + /Sf , 

Ä-i s opflM + q»-*4-yq»-^-f #q»-^ + «f"-*+ • • C, (4) 

Qa^% s npßB-a + qn-2 + %^q«-^+a7q°^-fxq"-*+ • • • 5; 
wonach die Oleichung (S) in die folgende übergeht: 

jlXaSn-^ — /««Ä-« — /««i(q4-/J)fti-3j + ^[qn-M-yqn-^-HJqn-^+tfqtt-«-!. •••+?) 

— /<[q*"H^"'"^>7q"""''*-f»<q°"*+ • • • ^Sq] 
— /i/;/[q»-^+^»-M-^q"-<+ . . . +•§]. 
Wenn die beaflgliche Curve eine solche Asymptote haben soll, welche der geraden Linie P 
parallel ist, so muss, wenn wir P gleich Null setzen, die vorstehende Gleichung auf den 
(fi — 8). Grad sich redudren« IKcss erfordert X = fi. ' {^) 

Wenn die linie P selbst eine Asymptote der Curve sein soll, so rouss, wenn p versdiwin- 
det, die Gleichung der Curve auf den (n— 3). Grad sich redudren, es muss, neben der vor^ 
stehenden Bedingn^is - Gleichung , auch nodi die folgende befriedigt werden: 

r^» + ß. (6) 

Nach diesen Beschränkungen wird die Gleichung der Curve die folgende: 

p(aß'n-a — ofl^i-a — »(q4^)fl«-3l + K'-'7-/»*)q'^^ + («--*— /»'7)f'^ -^ 1 ==o. (^) 

und wenn wir hiernach zwischen der vorstehenden Gleichung und der GIdchung der Hy- 
perbel (2); von Neuem die Function p eliminiren, ergibt sich: 

Afafl,;^ — aSin^a — n<q+/J)i2„^]-T[( J-*i7-/?^)q»«-' 4- («— x— iJj7)q«-^ ] = o. (8) 

Da diese neue Gleichung auf algebraischem Wege aus der Verbindung der Gleichungen 
(1) und (2) hervorgegangen ist, so steHt sie eine solche Curve der (n— 8). Ordnung dar, 
welche von der durch die letzte Gleichung dargestellten Hyperbel in denselben Puncten ge- 
schnitten wird, als die gegebene Curve (1) und die Curve (3) oder (7). Die Anzahl der • 

Durcfaschnittspuncte hat sich ^ also rflcksirhtHdi der gegebenen Curve um vier und in Rück- 
sicht auf 'die Curve (8) um zwei Einheiten redudrt, aus dem Gninde nemlich , dass eiiunal 
vier, das andere Mal zwei Durchschnittspuncte nach der Richtung der Linie P unendlich 
weit gertickt sind. Wenn die durch die letzte Gleichung dargestellte Curve eine Asymptote 
hat, welche einmal der Linie P parallel ist, das andere Mal mit derselben zusammenfallt, 
so hat die H^'perbel (8) mit der Curve ,(7) einmal dnen dreipunctigen, das andere Mal einen 
vierpunctigen und mit der gegebenen Curve (1) einmal einen fQnfpunctigen und das andere 
Mal einen sechspunctigen Contact in unendlicher Entfernung nach der Richtung der Asym* 
ptote P. Um diese Bedingungen auszudrücken müssen wir die mit der Gleichung (8) in dem 
Obigen vorgenommenen aJgebraiscben Operationen in Beziehung auf die letzte Gleichunf^ 
wiederholen , zu wdchem Ende 'dn^ neue Functionen - Particularisation nothwendig wird. 

Zu diesem Ende bemerken wir zuvarderst, dass wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 
ßn— » als eine blosse Function des (n— S). Grades von q betrachten können , wonafh die 
Anzahl der Constanten in der GIdchung (1) auf die gerade nothwendige sich reducirt. Diess 
kommt darauf hinaus , n in der dritten der identischen GIdchungen (4) gleich Null zu setzen. 
Es sd femer Sta^^ s pfSio-^ + q»-* + Tq»-'+ • • 

Hiernach verwandelt sich die Gleichung (8) , wenn wir alle Glieder , welche p enthalten in 
dem Sjinkole ^pßdUs zusammenfassen , in die folgende : 

9pi2S-^ -f- lo[q«-* -♦• iq»-^ •♦• . .] 
— ia[q»-*-»*^«-*-4- . .f . 



• 
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Die Annahme, dan eine Asymptote der bezigrli<hen Cinre der Linie P paiMIel sei, er«, 
fordert, dass X(a— a) ^ i-^^t^-^ß^. (gf 

Soll eine Asymptote dieser Cvrve mit der Linie P zusammenfallen, so ist tiberdiess noch 
uothwendig, dass X(ax^a&) = i^x-^ßfj ^ ß(^S^jj^ßd^), (10) 

Die ersto dieser beiden Bedingmgs - Gleichungen kommt also su d«n fMhem (5) und (6) 
hinzu y wenn die gegebene Curve (1) von der Hyperbel (2) nach der Richtung von P in un- 
endlicher Entfernung flUnfpunctig osculirt werden soll: beide Bedingungs- Gleichungen kom- 
men zu den frühem hinzu , wenn diese Osculation zu einer sechspunctigen ansteigen soll. 

Auf diesem Wege können wir nach Belieben weiter gehen. 

45. Wir wollen jetzt zu der geometrischen Deutung der analytisdien Resultate, zu 
welchen wir in der vorigen Nummer gelangt sind , flbergehen. Zum Behuf dieser Deutung 
können wir, was unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist, annehmen, dass die der Function 
q entsprechende gerade Linie Q auf der Asymptoto P senkrecht stehe nnd dann den FundSo- 
nen p und q die Bedentoug rechtwinkliger gewöhnlicher Paralld-Coordinaton beilegen. Der 
Werth der Function r für einen gegebenen Punct ist hiemach deijenifen gnaden Linie, 
welche von diesem Puncto aus parallel mit der Asymptoto P nach der geraden Linie R, der 
zii eiten Asymptote der Hyperbel (2), gezogen werden kann. Wenn wir endlieh den conston- . 
ten Inhalt desjenigen Dreiecks, das durch eine beliebige Tangento der Hyperbd von ihrem 
Asymptoten*Winkel abgeschnitten wird , durch J bezeichnen, so ist endlich , den obigen Be- 
stimmungen- zufolge, 5tXs^ ±/i. 

Die beiden Functionen Sin-t und J4— a stellen, bei der oben ihnen untorgelegten Form, 
wenn sie auf einen gegebenen Punct bezogen werden, bezüglich die Producto derjenigen (n — 1) 
und (it-— 2) S^mente dar, welche auf der, durch diesen Punct parallel mit P gellten, geraden 
Linie , bezuglich zwischen diesem Puncte und den (n— 1) und (n — 2) Durchschnittspuncten 
• mit den beiden Curven .Qo^i . == o , ßn^jt == o , (11) 

^ > liegen. Nennen wir den gegebenen Punct O und die beiden Gruppen von Durchschnittspun- 

cton MS MS MS . . . M»-' und Mi , M^, M3,. . M.^, so sind hiernach die bezügUchen Fun- 
ctionen - Werthe : 

ft,-., =: 0M^ OM^ 0M\ . . • OM»-' , 
ßn-i = OMi . OM2 . OMt . . . OMwa. 
Aus der Gleichung der gegebenen Curve ergibt sich : 

^ — 'S — * 

also, wenn wir den Punct irgendwo auf dem Umfange dieser Curve annehmen und den 
FnsspuncI des von diesem Puncto auf die Asymptote P gefldlten Perpendikels P nennen: 

# ^ OMi . OMj . OM3 .'. • OM»-., 

^ Wenn wir endlieh in die Bedlagungs - Gleichung (5) die für k imi fi gefundenen Aus- 

drücke einsetzen, so finden wir als Bedingung, dass die gegebene Curve (1) vop derHj^er- 
bel (2) nach der Richtung ihrer gemeinschaftlichen Asymptote P dreipunctfi; oscylirl 

\- 0M| . ON2 . OM3 . • . OMb-»« 

Für die erste der durch die beiden Gleichongen (11) dargestellton Curven können war 
insbesondere auch das System der (n— -1) übrigen Asymptoten der gegebenen Curve (1) neh- 
men und darnach die Curve iln— 3 vollkommen bestimmen. Dann erhalton wir den nachste- 
henden Satz. 
^ • In allen Hyperbeln, welche eine gegebene Curve tu Ordnung auf 
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einer gegthemtn Asfmptote in unendlicher Entfernung dreipunciiif 06cn# 
liren, ist der Inhalt derjenigen Dreiecke, welche durch heliebige Tan« 
genten von dem Aaymptaten ^Winkel abgeschnitten werden, constant. 
Wenn auch die (ii^l) flbrigen Asymptoten der Curve, diejenige Curve der 
(fi-*2). Ordnung, welche durch die ji(fi^2) Durchschnitte der gegebenen 
Curve mit ihrennAsymptoten geht und endlich noch ein beliebiger Punct 
der gegebenen Curve gegeben sind, so,.2rhält man diesen constanten In- 
halt, wenn man von dem gegebenen Puncte aus ein Perpendikel auf die 
erstgenannte Asymptote fallt und durch denselben eine gerade Linie pa* 
rallel mit dieser Asymptote nicht, und dann das doppelte Product des 
Perpendikels und derjenigen (n — 1) Segmente, welche auf der letstge* 
nannten geraden Linie 'nwischen dem gegebenen Puncte und den (n — 1) 
übrigen Asymptoten liegen, durch das Product derjenigen (»— S) Seg- 
mente derselben geraden Linie, welche nwischen dem gegebenen Puncte 
und den einnelnen Durchschnitten mit der gegebenen Curve der (n<— 8). 
Ordnung liegen, divilirt. 

Den redproken Werth von ^ ki^nnea wfar als das Maass der Annäherung der 
Curve an ihre Asymptote P betrachten. . 

Wenn die gerade Linie P eine dreipunctig oscuUrende Asymptote der gegebenen Curve 
ist, so hat diejenige Curve, welche durch die sweite der Gleichungen (11) dargestellt wird, 
nach der vorigen Nummer, eine Asymptote, welche derselben geraden Linie P parallel ist. 
Hiernach wird eines der Segnmte im Nenner des Ausdruckes fiOr fi unendlich und demnach 
kommt ^» 0. 

Die osculirende Hyperbel artet alsdann in ein System von nwei geraden Linien P und 
R aus , wovon die Nothwendigkeit von Vorne herein einleuchtet, weil die erste dieser beiden 
geraden Linien fttr sich schon die Curve (1) dreipunctig in unendlicher Entfernung osculirt. 

46. Die Lage des Mittelpunctes der dreipunctig osculirendcn Hyperbel auf der Asymptote 
P kann jede beliebige sein und auch die Richtung dieser nweiten A^iymptote kann von Vorne 
herein beliebig angenemmen werden. . Denn fttr die in Rede stehende Ordnung der Osculation 
haben wir über die beiden Constanten ß und o, also über die Lage der Linie R, durchaus 
keine Bestimmung erhalten. Die erste der beiden genannten Constanten wird aber durch 
die Gleichung (6) , welche die Bedingung enthalt, dass die dreipunctige Osculation nu einer 
vierpunctigen ansteige, bestimmt, 

. Wenn wir in den beiden letnten der identischen Gleichdngcn (4) p und beattglich Ao^t 
und Otf^z gleich NuU setaen, so erhalten wir die folgenden Gleichungen: 

q""'-fyq"""^^q"""*'+' • • ' 4- C = o, 
q»-M-*qn-M-i7q'"-*-f ..•+£ = o, 
nur Bestimmung der Durchschnittapuncte der Asymptote P mit den beiden Curven fia— i und 
ßn-a , wobei wir, wie in der vorigen Nummer , für die erste dieser Curven das System der 
(n^^^l) übrigen Asymptoten der gegebenen Curve nehmen wollen. Nennen wir diese Durch- 
sdinitte benflglkh PS V^ P^ . . P«-^ und Pf , Pa , P3 • • Pn-t und A den Durchschnitt der- 
selben AsympisU P mit der Linie Q, so ist: 

y « _ {AP» + AP*-4-AP5+----f APn-1} , 

»=— [aPi4-AP2 + AP$+- +APo-a}. 

Endlich ist , wenn wir den Mittelpunct der H>Yerbel (8) durch C beseichnen und dann in 
der identischen Gleichung r ^ q+op-h/9 

nugleich r==:o und p«»o setxen: ^»— q»— AC. 

6 



42 Erster AbschniU. Unendliche Zweige. 

Die Oleidiinig (6) , welche die Bedingimg einer vierpnnctigen Oscnlaliott anfldrflckt , geht 
hiernach in die folgende (Iber: 

AP^-4.AP»-^AP^^ . • • +AP»-i = AP|-4*AP2-|.APi-*. • • +APfl-i4-AC; 
vhd vereinfacht sich noch, wenn wir die Mitte der Piincte P^ P^ P^ • • P*"**^ (da« heissl den 
Schwerpunct gleicher Gewichte, die wir uns in diesen Pnncten angebl^acht denken) durch V^ 
und die Mitte der Puncte Pt , P, , Ps . • Pn— s und C durch Po beifeichnen ; woliach man, wenn 
man zugleich durch (n — 1) die beiden TKeile det vorstehmden Gleichung dividirt , die (oU 
gende Gleichung erhält: AP^ =« APo. 

Die Mittelpuncte aller Hyperbeln, deren ein Zweig eine gegebene 
Curve n. Ordnung in unendlicher Entfernung vierpunctig osculirt, faU 
len in demselben Puncte der gemeinschaftlichen Asymptote beider 2U- 
Bammen. Dieser Punct ist dadurch bestimmt, dass er mit den (n— 2) 
Durchschnitten der genannten Asymptote mit der gegebenen Curve ein 
System von (n— 1) Puncten bildet, welches mit dem System der (n^l) 
Durchschnittspuncte derselben Asymptote mit den (n — ^1) übrigen Asyn»« 
ptoten der gegebenen Carve eine gemeinschaftliche Mitte hat 

47. Wenn wir, um in der geometrischen Deutung der Resultate der 44L Nummer fort- 
zuschreiten, die Hyperbel (2) so bestimmen wollen, dass sie die gegebene Curve fünfpunctig 
osculire, so muss neben den Gleichungen (5) und (6) auch noch die Gleichung (9) befrie- 
digt werden. Die Form der Gleichung (2) drückt schon aus , dass die benOgliche Hyperbel 
mit der gegebenen Curve die Linie P zur gemeinschaftlichen Asymptote hat Von den drei 
Constanten /tc, ß und a, von welchen diese Hyperbel ausserdem nur noch abhangt , wird dipxh 
die Bedingung eines dreipunctigen Contactes die erste und durch die Bedingung eines vier- 
punctigen zugleich die zweite bestimmt. Es bleibt also hiernach nur noch die dritte Cen- 
stante a , welche die Richtung der zweiten Asymptote R der Hyperbel (2) gibt, willfcflhrlidi 
anzunehmen flbrig. Durch die neue Gleichung (9) wird diese Constante auf einzige Art be- 
stimmt. So lange also der Contact nur bis zu einem vierpunctigen ansteigt^ |Lünnen>wir der, 
übrigens vollkommen bestimmten, zweiten Asymptote der Hyperbel (2) nodi jede beliebige 
Richtung geben ; unter* diesen verschiedenen Richtungen gibt es indess* eine einzige mid voll- 
kommen bestimmte , welche der in unendlicher Entfernung f ü n f punetig oscuKrenden Hyper- 
bel angehört 

. Die Gleichung (9) geht, mit Berücksichtigung der Gleichung (5), in die folgende über: 

Wir künn^m voraussetzen, daas die Linie Q durch den gemeinschaftlichen MSttelpunct aller 
auf der As}inptote P vierpunctig osculirenden Hyperbeln gehe^ Alsdann ist /9 » o und man 
erhalt : , y = 9 ^ 

Der allgemeine Werth von a liesse sich hiernach, wie die Werthe von X und ß, ohne Schwie. 
rigkeit geometrisch darstellen ; doch ich sehe hierbei keinen Nutzen» 

48. Da alle Constanten der H>i^erbel (2) dadurch vollkommen beatimmt sind, dass die« 
selbe eine fünfpunctig osculirende ist, so gibt es, im Allgemeinen, ketae sechs punetig osca- 
lirende Hyperbel. Die Bedingungs - Gleichung (10) , welche^ wenn der Contaet von dieser 
Ordnung sein soll , hinzukommt und die nach den Bestimmungen der vorigen Nummer sich 
auf die folgende vereinfacht fi(aT — a&) *= « — x , 

und nach der Elimination von «in 

übergeht, drückt also aus, von welcher besondern Natur die gegebene Curve sein masa» 
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wenn eine solche sechsponclig osailirende Hyperbel existiren soll. Alsdann gibt es, im 
elf entliehen Vcrstandie keine fOnfpuncUg osculirende Hyperbel, weil der ConUct sogleich von 
ciueni vierpunctigen nU einem sechspunctigen überspringt. 

Es küin^ in mehr noch untergeordneten Füllen, die einzige fünfpunctig osculirendo Hy- 
perbel aneh dureh eine mehr als sechspunctig osculirende H>7»erbel ersetst werden. Der Cou- 
Xaet>kann im Allgemeinen « wenn die gegebene Curve von der fi. Ordnung ist, bis zu einem 
tnpunctigen ansimgen. Die folgenden Nummern werden hierflber mehr Licht verbreiten. 
Wahrend nemlidi, Air die letzten Entwicklungen der Keim schon in meinem Systeme der 
analytischen Geometrie (Dritter Abschnitt, §. 3.) liegt , wollen wir jetxt in unsern Betracb* 
tungen von demjenigen Gesichtepuncte ausgehen , der diesen Band meiner Arbeiten von den 
frohem characteristisch unterscheidet Wir werden auch hier wieder eine Bestätigung dafür 
finden , dass die grossere Allgemeinheit und Abstractheit, die wir in das Princip einer ma- 
thematischen Darstellung legen, durch die Einfachheit und Ldchtigkeit der Entwicklung he- 
lohnend aufgewogen wird. — 

49. Wir wollen in der Gleichung einer gegebenen Curve der n. Ordnung eine ^olche 
Hyperbel, welche mit ihr nach der Richtung einer ihrer Asymptoten in unendlicher Entfer- 
nung einen Contact von irgend einer gegebenen Ordnung hat, unmittelbar in Evidenz treten 
lassen, und hierbei erstlich voraussetzen, dass dieser Contact ein 2mpunctiger sei. Die oscu- 
lirende Hyperbel schneidet jtlsdann die gegebene Curve im Allgemeinen in 2n Puncten , und 
von diesen liegen 2m nach der Richtung der gemeinschaftlichen Asymptote, die wir wieder- 
um P nennen wollen, nnendüch weit und sind also auch als die m Paare von Durchschnitt 
ten der Hyperbel mit m geraden Linien, welche in der Asymptote P zusammenfallen, anzu« 
sehen. Aus einer schicklichen algebraischen Verbindung der Gleichung der Curve 

fla = o (1) 

mit der Gleichung der osculirenden Hyperbel , welche wiederum die folgende sein mag : 

pr + A == , (2) 

muss hiemach eine neue Gleichung sich ergeben, in welcher p"> als Factor sich herausstellt. 
Durch diese Bemerkung wird eine identische Gleichung von der nachstehenden Form bedingt : 

fla = (pr+rfln^a + /ip»ß„^„, (3) 

deren Discussion alle fraglichen geometrischen Beziehungen in ein helles Licht stellen wird. 

Lassen wir den Ausdmck (pr+^) verschwinden, so tritt der verlangte Factor p"* in der 
Function üa wirklich in Evidenz« Damit die Form dieser Function die allgemeinste werde, 
haben wir im ersten Gliede ihrer Entwicklung jenem Ausdrucke des zweiten Grades die all- 
gemeine Ptoction des (n-— S). Grades Qü^i und der m. Potenz von p im zweiten Gliede die 
allgemeine Function des (n-^m), Grades ^o— m als Factor beifügen müssen. Die einzige 
Asymptote der gegebenen Curve, welche in der vorstehenden identischen Gleichung in Evi. 
denz tritt , ist P , denn nur. dann , wenn die entsprechende lineare Function p verschwindet, 
redncirt sich der Grad der Function Qa um zwei Einheiten. Diejenige Curve der (n—m). 
Ordnung welche durch die Gleichung : i 

fl,-« == o , (i) 

dargestellt wird, geht durch die, nicht auf P unendlich weit liegenden, noch übrigen 2(n - m) 
Durcbschnittspunete. 

Wenn der Contact auf der Asymptote P zu einem (2m+l)punctigen ansteigen soll, so 
muss von den letztgenannten 2(ii— m) Durchschnittspuncteu der osculirenden H}7erbel mit der 
gegebenen Curve einer nach der Richtung von P unendlich weit rücken, oder mit andern 
Worten, es muss die Curve (4) eine solche Asymptote haben, welche mit der Asymptote P 
parallel ist. Diess bedingt die nachstehende Particularisation der Function .Q„.ai : 
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liQ^m s KF+«)®— — » + «Ä«— * , CS) 

«ronack £e Gldciniii; (3), iiidcB m eiae Coasluile ircriini, te dfeMforie aidk vcnvaa- 

Es iit ofmbar , da», wena swei der <(»—») DandBctadttopoMte der Gbnre Cd) mäH 
der Inglichett Hyperbel (S) anf P nendliell weit liegei^ WMaeh P ciw AafHptote dar fg^ 
Baantett Cure wird, die GleidiiiDg der gegebenes Gonre diejenige Ponn haben aaHi, die daidk 
die identische Oleichuag (3) aogeaeigt wird , wobei ai am eiae Biaheit warhif. Ihn 
direct aachanweisen , wollen wir , ia OeailMheit der obigea VonunaeCsnag a in der I 
Gleiehnag gleich Nall adnaea. Dana koauat : 

flu = (pr+l)fl||_» +/ttp«+*©a_, + op-i 



I- Jp-ßi,...^! +[Mp-+'öa.-«-, — |.p-+«ra.-«-el 

= (pi4-i)i?ii-, + f*p-+'flr„-i^, , 

iadeai wir, der Kttrae halber, 

/<3ii-f»-.i — jpfl ai * = A<'fi^Ä-*-t 

seUco , woaach die beiden neaea Pnactionea die allgeaieiaca iharr Ordaaag sind. 

Zagleich ist dnrch diese letatea Daifiraarangen die Ponn der Glddnmg (3) Ar (iHrl) 
gerechtfertigt, wenn ihre GOltigkeit ftr ni dargeChan ist. Sie ist also iberhaapt gereddtar* 
tigt, wenn sie, was nnaattelbar ia die Aagea spriagt, Mr dea Pall, dass ai^o. Statt indet* 

50. ba AllgemciaeB ist die Aaaahl der Coastaatca ia dea bi;idcn G i ek h n ngc n; 

(pr+A)i2.-.a + Aip-flo-« = o, (1) 

(pr+X)ß„^ + p«(/i(p +«)©.-«_, H- oÄ-i-^l « o , (3) 

eine fiberzahlige, wegen der durch ihre Ponn henrorgernfene Abhängigkeit der beiden Pun- 
ctionen fio.^ and ßo—m von einander. \iv[ können die erste dieser PlaM^ioncn nn eine wül» 
kOhrliche Fonction von der Form ^p"ßn-ai-s wachsen lassen , and braachen dann bloss, 
damit die Gleichung (1) unrerandert dieselbe bleibe, die Punction 12;—» nur mit einer an* 
dem Punction derselben Ordnung an vertauschen. Die Aaaahl der tttcnfthUgen Constanten 
ist daher der Anaahl der Constanten der Punction ^Slm^^a^ gleidi «omI beträgt hiemach 



^ + 1. . 

Pfir ai=fi->i reducirt sich diese Anzahl auf Eins, wobei die wiHkfihilidie Pnnetioa in eine 
willkflhrliche Constante sich verwandelt POr m=^— 1 and für ai=ii , ladet die ia Rede ste- 
hende Transformation gar nicht mehr Statt Wir kOanen also , uater dieser BesdaraaknBg, 
aus dc;r vorstehenden Gleichung (1) durch eine particulare Bestimmung der Function £»«« 
und Q,.-«, (etwa indem wir die erste dieser beiden Functionen als von p und einer beliebigen 
sn'eilen linearen Function q abhängig betrachten und dann alle Glieder, welche p bis aar 
». Potenz einschliesslich enthalten, aus&llen lassen) die obige Anzahl von Constanten fort- 
schaffen ; wonach deren noch 
^ fa~2)(iH-l) ^ ^ ^ (n-m)(a— m4^) r (n~»^2)(i,— m+1) ^^T^ »(?+«) ^^g^^g) (3) 

ihrig bleiben. In der Gleichung (2) beträgt hiemach die Anzahl dar CSonstanten fins wo* 



niger, also ^*^^) - [(2m+l) - 5]. (4) 

a 

Bezeichnen wir den Contact derCnrve nrit der Hyperbd überhaupt als einen fpuneligen, so 
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kftoneii wir die Miea AirfrlldLe (S) iui4 (4) in den felgeoien MMmmeofassen : 

^^^-(»-5). (5) 

Wir sehett MenuH, dass flr einen fllnf^ctigen Contact die Constwiteii- Ansaht, die ge« 
rade noihwendige Ar Ciirven der »• Ordnung überhaupt ist; dam aher, wenn die Ordnung 
des Contactes ansteigt , Ar jeden neuen Punct, der mit dem auf P unendlich weit entfernten 
Oscnlationspuncte sich vereinigt , die nothwendige Anzahl von Constanten um eine Einheit 
sich vennindcvt; Diess ist damit in Uehereinstinmungy dass eine gegebene Ourve der «. 
Ordnung auf einer gegebenen Asymptote jedesmal von einer eimrigcn Hyperbel fflnfpunctig 
oscuiirt wird , dass sie aber jedesmal einer neuen Beschränkung unter^'orfen werden muss, 
wenn die Ordnung des Contactes^ von einem fü^fpuncdgen an, um eine neue Einheit wadist. 
Wenn der Contact hingegen ein bloss vierpunctiger ist, so enthält die enti^rechende Olei- 
chung (1), indem wir m==d setaen, nodki eine übersahlige Constante ; ist der Contact nur ein 
dreipunctiger, so enthält, indem wir m»! seinen , die Gleichung (ß) noch nwei ttberzäUige 
Constanten. Diese werden dadurch bedingt, dass die fragliche Hyperbel, wenn sie Bur vier- 
und dreipunctig osculitt, in keiner ausschliesslidien Beziehung zur Curve steht. In dem ersten Falle 
muss die Function (pr+X) , welche einer solchen H>'perbel entspricht , nothwendig eine nill« 
ktthrliche Constante, von welcher die Richtung der zweiten Asymptote R abhängt, einscUies* 
sen; in dem zweiten Falle, müssen zwei solcher Constanten da sein und von denselben die 
Lage der Asymptote R überhaupt abhängen. In Uebereinstimmnng hiennit ktfnnen wir wirk- 
Meh der Gleichung (pr+X>Qa..3 + fif^i^n^^ ^ Q , 

welche auf den Fall einer vierpunctigen Osculation sich bezieht , in die feigende von ganz 

gleicher Form (p(r+yp)+X)fln-»a + f*'p'i2^ •=» o, 

in der y jeden beliebigen Werth haben kann , venn'andeln , indem wir , der Kürze wegen , 

setzen. Und ebenso kennen wir die folgende Gleichung, die einem bloss dreipunctigen Con- 
tactc entspricht, (pr4-A)flo-a + p^(p+a)0n-« + oüa^ «= o^ 

ohne sie dabei im geringsten zu ändern , indem nir 

r + yp+^-r% 

MpßLa+*fl:-^^M(p+«')©U + aiJ;^,, 
setzen, ndt der nachstehenden von ganz gleidier Form vertauschen: 

(pr+l)14-^ + p[/u'(,H-«')0r„^, + oHn^] = o. 
In den oben ausgescUossenen Fällen endlich , wo m^n-^l und m*=it , und demnach die 
Ordnung der Osculation eine (2ii-*S)punctige, (fin— l)punctige oder Snpunctige ist, tritt in 
den entsprechenden Gleichnngen : 

(prf A)i3«^ 4- fip"-*s » o , 
(pr^- A)ßn_, H- /ip«-HT>»** =a o , 
(pr+A)fi„^ -4- /lip» « o. 
unmittelbar die durch den Ausdruck (5) bestimmte Anzahl von Constanten hervor. 

51. Die Gleichung (pr+A>Q„_a + fif^iitt-^ — o, 

in welcher eine Smpunctig oseulirende Hyperbel in Evidenz tritt $ wird befriedigt, wenn 
wir zugleich: fl««, « o, p" ==» o, 

setzen. Diess heisst, wenn wir geometrisch deuten, es lässt sich durdi die (9t— 2) Durch« 
schnittspunde der gegelilenen Cnrve n» Oidnung mit ihrer Asymptote P eine Curve der (n^^h 
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Ordnung^ f^a— 2 \egm, welche die gegebene in jedem diei^er(tt— 2) DiirdifldinttfpuBele mpniu 
cüg osculirt. Uud, umgekehrt, wenn diese Möglichkeit vorhanden ist, so gibt es in unend« 
lieber Entfernung eine wenigstens 2mpunctig osculirende Hyperbel. So lange m kleiner ist 
alä (n— 1), gibt es solcher Corven der (fi--8). Ordnung imendHeh viele, welche, wenn pün^n^^ 
nach einander alle willktfirliehen Functionen der (ii*-m^S). Ordnung bedeutet, ueh der 
vorhergehenden Nummer, alle durch folgende Gleichung dargestellt werden: 

Jede solche Curve schneidet die gegebene ausserdem noch in (ii— SKn-^ii) Plncten, welche 
alle auf einer Curve der (m—n). Ordnung liegen, für deren Gleidiung sich die nachstehende 
ergibt: /li^a^a — gCft-^X^Sin^n^ = 0. 

Denn die beiden letstcn Gleichnngen befriedigen , wenn sie zugleich bestehen , die Gleichung 
der gegebenen Curve. 

Auf diese Weise haben wir die geometrische Bedeutung der zu Anfang der vorigen 
Nummer betrachteten überzähligen Const^uiten nachgewiesen. 

Wenn, bei einer willkuhrlichen Annahme der Function (»ßD— m-a^ die durch die letzte 
Gleichung dargestellte Curve der (n-^m). Ordnung eine solche Asymptote hat, die mit P pa- 
rallel ist, so haben es, nach der Form dieser Gleichung, alle solche Curven. Dann steigt 
die Ordnung der Osculation nach der Richtung von P in unendlicher Entfernung von einer 
2mpttnctigen zu einer (2]ii-hl)pHnctigen an. 

53. Um zu particularisiren, wollen wir zuvorderst die Cunnen der dritten Ordnung be* 
trachten. Hier entsprechen einer drei., vier-, fünf-^und sechspunctig in uneadlidker 
Entfernung osnilirenden Byperbel bezüglich die nachstehenden vier Gleichungen, 

(pr+A)q + ie<p[(p+a)s -♦. a] = o, (1) 

(pr-fr-A)q -f fifs = , (2) 

(pr+A)q -♦- /<pHp+<T) = 0, (3) 

(pr+A)q + ^p' = 0. (4) 

Von diesen vier Gleichungen enthält nur die dritte, welche auf einen fiOnfpunctigeli 
Contact sich bezieht, die für Curven der dritten Ordnung, im Allgemeinen, nothwendige und 
hinreichende Anzahl von Constanten, nemlich neun. Da keine Überzählige Constante diese 
Gleichung unbestimmt macht, so ist sie mithin die allgemeine der Curven dritter Ord. 
nung. Die letzte Gleichung enthält nur acht Constanten, und unter diesen keine überzählige. 
Nur Curven dritter Ordnung von einer besondem Art — die wir aus der Form der Gleichung 
sogleich näher bestimmen werden — haben eine sechspunctig osculirende Hyperbel; die Glei- 
chung (4) ist die allgemeine Gleichung solcher Curven, weil ihr an der ailgemeinea Anzahl 
der Constanten Aur eine fehlt Die zweite Gleichung enthält eine überzälige Constante, 
welche daher rührt , dass die Bedingung eines vierpunciigen Contactes in der Gleichung der 
osculirenden Hyperbel eine Constante unbestimmt lässt. Die erste Gleichung endlich enthält 
drei Constanten zu viel und muss also, weil eine dreipunctig osculirende Hyperbel nur zwei 
willkührliche Constante zulässt, in der obigen Form, abgesehen von dem, der Hyperbel ent- 
sprechenden Factor (pr+X), noch eine überzählige Constante einschliessen. Diese kommt 
auf die Function q; denn in Uebereinstimmung mit der 50. Nummer, können wir, indem q 
eine beliebige Constante bezeichnet, die obige Gleichung (1) audi auf folgende Weise schreU 
*Cü* (pr4-X)(q+(>p) -¥- /«'pKp-H»')8+a'J = o, 

so dass die Form dieser Gleichung sich nicht ändert, wenn wir in ihrem ersten Ollede (q-4*pp) 
statt q in Evidenz bringen. Alle geraden Linien , welche , bei willktthrlicher Annahme von 
^, durch die folgende Gleichung q H- ^ =»= (&) 

dargestellt werden ^ stehen in gleicher geometrischer Beziehmig zu dar gegebenen Curve. 
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Wir keinen insbeflOMkfe q m bcutianeii , las» 

Dann nimmt die Gleichung der Curve, wenn wir die Aecente fortlassen, die Mgende Form 
an : (pr-i-AKs-4-T) -*• iüp[(p-ho)8 + äj » o, * 

und enthält nnn nnr noch 11 Constanten, von denen die beiden ttberaähligen auf die un* 
vollständige Bestimmung einer Hyperbel durch die Bedingung einer dreipunctigen Osculation 
kommen. Diese letzte Form ist aus der Gleichung (1) durch eine solche Particuiarisation hervor- 
gegangen, welche von den Relationen einer solchen Osculation unabhängig ist und die des- 
halb für uns nur eine untergeordnete Bedeutung hat. Wir erkennen indess sogleich, dass 
die Function (s*4-v), durch welche die Function q ersetzt worden Ist^ eine solche gerade Li- 
irie bezeichnet , welche, wahrend Q jede beliebige Richtung haben kaUn , insbesondere^ einer 
Asymptote der gegebenen Curve n. Ordnung parallel ist; denn setzen wir in der letzten 
Gleichung (s+t) =»: o , so reducirt sidki diese Gleichung auf den zweiten Grad. Die Glei- 
chung (5) zeigt, dass die gerade Linie Q zwar jede beliebige Richtung haben kann, dabei 
aber immer durch einen festen Punct der Asymptote P gehen muss. 

53. Wir wollen zuvörderst nun die Form der Gleichung (1) 

(pr-4*A)q -•- pL«(p-«-«)8-+-iy] = o, (« 

welche eine dreipunctige Osculation der bezüglichen Curve dritter Ordnung mit der durch 
die Gleichung^ pr -»• A = o, C^) 

dargestellten Hyperbel auf der, beiden gemebischafäichen Asymptote P in unendlicher Entfer^ 
nung , anzeigt , näher ins Auge fassen. Der Gleichung (1) geschieht Genüge , wenn neben 
der letzten Gleichung auch die folgende befriedigt wird : 

(p+a)8 -4- a«:0, (O 

welche eine solche H^'perbel darstellt, die eine mit P parallele Asymptote hat Die beiden 
Hyperbeln (6) und (7) schneiden sich nur in drei Puncten, und diese Puncte sind die ein- 
Bigen Puncte, in welchen, abgesehen vom unendlich weit entfernten Osculationspuncte , die 
gegebene Curve von der osculirenden Hyperbel geschnitten wird. 

Für die Durchschnittspuncte der Linie Q mit der Curve ergibt sich: 

= \p = 0, 

' ®» |(;p+a)B + (7 = 0, 

80 dass einer auf der Linie P , und die beiden andern auf der Hyperbel (7) liegen^ Lassen 
wir, in Gemässheit der Schluss-BemerkuAg der vorigen Nummer, die Linie Q um ihren Durch- 
schnitt mit der Linie P sich beliebig drehen , — und dieser Durchschnitt ist dadurch voll- 
kommen bestimmt, dass er zugleich der einzige Punct ist, in welchem die gegebene Curve 
dritter Ordnung von ihrer Asymptote P geschnitten wird — so schneidet sie in jeder ihrer 
Lagen die gegebene Curve ausserdem noch in zwei Puncten ; und legen wir dann durch diese 
beiden Puncte eine beliebige Hi^erbel , [(7)] welche flberdiess nur noch eine Asymptote bal;, 
welche mit der geraden Linie P parallel ist, so schneidet djese Hyperbel die gegebene Curve 
•osserdem noch in solchen drei Puncten, durch welche eine zweite Hyperbel geht, welche die 
gegebene Curve nach der Richtung ihrer Asymptote P dreipunctig osculirt. Kennen wir diese 
drei Puncte , so ist diese zweite Hyperbel dadurch , dass sie flberdiess die Asymptote P zu 
der ihrigen hat, auf lineare Weise besthnmt Wenn andrerseits aber eine Curve (dritter 
Ordnung) und eine ihrer Asymptoten P gegeben ist, so hängt eine Hyperbel, welche die Curve 
auf dieser Asymptote dreipunctig oseulirt, nur nodi von zwei willkürlichen Constanten ab 
und ist also vollkommen bestimmt, sobald sie der Bedingung unterworfen ist, durch irgend 
zwei gegebene Puncte , die insbesondere auch auf der Curve selbst (unter den letztbezeich^ 
neten drei DurchschnitCspuncten) angenommen werden können, z» gehen. Die Cuusiruction 
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der Hyperbel hängt also hiemach nur von der Bestinniimf irgend einte dntten Pnctes der^ 
selben (des dritten jener drei Durchschnittspuncte) ab. Hiernach erhalten wir die Auflösung 
der nachstehenden Aufgabt: 

Eine Hyperbel zu besehreiben, welche eine gegebene Curve der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote in unendlicher Entfernung 
dreipunctig osculirt, and überdiess in zwei gegebenen PuBcten 
schneidet 

Man lege durch den Durchschnittspunct der gegebenen Curve mit ihr» Asymptote P 
eine gerade Linie , welche die Curve noch in ^swei Puncten [N und N*] schneidet, beschreibe 
durch diese beiden Puncto und die beiden gegebenen Puncto [M und M'] eine Hyperbel, die 
eine der geraden Linie P parallele Asymptote hat Diese Hyperbd schneidet die gegebene 
Curve nodi in einem einzigen Puncto [M"]. Alsdann ist die verlangte Hyperbel diejenige, 
welche durch die drei Puncto M, AT und M" geht und die Asymptote P auch zu der ihri» 
gen hat 

Alle angezeigten Constructionen sind bloss lineare. Es liegt nicht in unserer Absicht, 
hier in die Ausführung derselben einzugehen, 

54. Wir wollen zur Betrachtung der Form der Gleichung: 

(pr+A)q + /cp^s = o , 
welche eine vierpunctige Osculation anzeigt, übergehen. Zur Bestimmung der Durch* 
schnitte der bezüglichen Curve mit der Linie -Q erhalten wir die folgenden Gleichungen: 

q = o, r 

^ /s =^ o. . 

Es fallen also von den drei Durchscbnittspuncten zwei auf der Asymptote P zusammen; die 

gerade Linio Q ist also die Tangente d^r Curve in demjenigen Puncto, in welchem diese 

von der Asymptote P geschnitten wird und ist hierdurch vollkommen bestimmt Ihr dritter 

Durchsdinitt mit der Curve liegt auf der geraden Linie S. Die Gleichung der gogebenen 

Curve wird femer befriedigt, wenn zugleich die folgenden Gleichungen Stattt finden 

1«' = "' 

/pr+ A, = 0. 
Die gerade Linie S geht also , ausser durch den Durchschnittspunct auf Q , auch noch durch 
die beiden Puncto , welche , abgesehen vom Osculationspuncte , die beiden einzigen Durch- 
schnittspuncte der Curve mit der osculirenden H>'perbel sind* 

Wenn wir also in dem einzigen Durchschnittspuncte der Curve mit ihrer Asymptote P 
eine Tangente Q an die Curve legen, so schneidet diese Tangente die Curve ausserdem noch 
in einem einzigen Puncto, und dieser liegt mit denjenigen beiden Puncten, in welchen die 
Curve von einer vierpunctig osculirenden Hyperbel geschnitten wird, in gerader Linie & 
Dieser Satz gibt die Constmction der folgenden Aufgabe. 

Eine Hyperbel zu beschreiben, welche eine gegebene Curve der drit* 
ton Ordnung auf einer gegebenen Asymptote in unendlicher Entfernung 
vierpunctig osculirt und überdiess in einem gegebenenPuncto schneidet 

Man lege an die Curve in ihrem Durchschnitspnncte mit der gegebenen Asymptote eine 
Tangente, und verbinde denjenigen Punct, in welchem diese Tangente der Curve zum zwei- 
ten Maie begegnet , mit dem gegebenen Punct« auf der gegebenen Curve durch eine gerade 
Linie ; man bestimme den dritten Punct, in welchem diese gerade Linie die Curve schneidet 
Dieser Punct ist alsdann ein neuer Punct der zu bestimmenden Hyperbel, die dadurch voll- 
ständig bestimmt ist , dass sie durch zwei gegebene Puncto geht und überdiess mit der ge- 
gebenen Curve auf der Asymptote P ebiea dreiptnnotigen Contact hat 
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einfachere Constructi^n der fraglichen Hyperbel ergibt sich, wenn wir, statt diese 
Constniction auf die Aufgabe der vorigen Nunmer zurflckznffihren , nach dem SaUe der 46. 
Nummer *) den Mittelpunct dieser Hyperbel bestimmen. Dann sind zwei gegebene Puncte, 
die gegebene Asymptote P und der auf ihr bestimmte Mittelpunct zur volk^digen Bestim* 
mung der Hyperbel hinreichend, 

55. Aus der vorigen Nummer ergibt sieh der nachstehende Satz : 

Alle Hyperbeln, welche eine gegebene Curve der dritten Ordnung 
auf derselben Asymptote in unendlicher Entfernung vierpunctig osculi- 
ren, haben mit der Curve solche* gemeinschaftlichen Chorden, welche 
alle durch einen festen Punct der Curve gehen. 

Unter den unendlich vielen vierpunctig osculirenden Hypei1»eln befindet sich eine einzige 
Uebergangs-Hyperbel , für welche der Contact zu einem fünfpunctigen ansteigt In den Be* 
Ziehungen der vorigen Nummer ändert für diese Curve sich weiter nichts , als dass , indem 
die Function s in (p+a) Übergeht, die Linie S der Asymptote P parallel wird , und also der 
Curve, ausser in dem Durchschnitte mit der Linie Q, nur noch in einem einzigen Puncte begegne^. 
Dieser Punct , welcher zugleich auf der fttnfpunctig osculirenden Hyperbel liegt, ist hiernadi 
leicht zu construiren ; wir brauchen nur in dem einzigen Durchschnitt der Asymptote P mit der 
gegebenen Curve dritter (kdnung an diese eine Tangente zu legen, und dann durch denjeni-> 
gen Punct , in welchem diese Tangente 'der Curve zum zweiten Male begegnet, eine mit der 
Asymptote P parallele gerade Linie zu ziehen. Diese gerade Linie schneidet die Curve aus- 
serdemr nur noch in einem einzigen Puncte und dieser Punct ist der zi| construirende. Auf 
diese Weise ist ahM, auf die Aufgabe der vorigen Nummer, die folgende Aufgabe zurück* 
geCahrt: 

Eine Byperbel zu beschreiben, welche eine gegebene Curve der drit- 
ten Ordnung auf einer gegebenen Asymptote fünfpunctig osculirt 

56. Wir haben bisher noch die Gleichung (4) der 52. Nummer, 

(pr+X)q-i-A*p^ = o, 
welche auf einen sechspunctigen Contact sich bezieht, unberücksichtigt gelassen. Dieser 
Gleichung geschieht Genüge , wenn wir zugleich 

q a= O , p^ SS 

setzen ; hiemach ist Q eine solche Tangente, wdche die gegebene Curve, im Berührungspuncte 
auf der Asymptote P, dreipunctig osculirt, oder , mit andern Worten , es hat die Curve einen 
Wenduttgspunct auf ihrer Asymptote P , und die Tangente in diesem Wendungspuncte ist Q. 
Hiermit ist geometrisdi die durch die Existenz einer sechspunctig osculirenden Hyperbel be- 
dingte Particularisation der Curve ausgesprochen. 

^ In dem fraglichen Falle einer sechspunctig osculirenden Hyperbel gibt es, wie in dem 
Falle einer bloss fttnfpunctig osculirenden, unendlich viele vierpunctig osculirenden Hyperbeln, 
unter welchen jene immer noch den Uebergang , aber einen Uebergang von besonderer Art, 
bildete Lassen wir eine dieser vierpunctig osculirenden Hyperbeln einer der in Rede stehen- 
den Curven dritter Ordnung in Evidenz treten , indem wir zu der Form der Gleichung (3) 
der 52. Nummer (pr*^^)! "^ n^ = ^ 

zurückgehen, so muss die Particularisation der Curve auch in dieser Form durch das Aus- 
fallen einer Constaaten sich aussprechen. Die dieser Form entsprechende Linie Q berührt die 
Curve im Durchschnitte derselben mit der Asymptote P , und ist also, da dieser Durchschnitt 



*} Syitem. Dritter Abidinitt, 178. 
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ein Wendiuigspimct ist , die Tangente in diesem Puncte ; wonadi die vorstehende Gleiqliung: 
durdi das Verscliwinden von q auf p^ ^ o sidi reduriren muss. Hiernacii ist folgende Func- 
tion -Bestinunung gegeben: s s p 4- xq, 
so dass die Gietchung der Curve die nadistehende Form 

(pr-fA)q -4- A'P^Cp+xq) = o, 
mit bloss nenn Constanten, annimmt. Unter diesen neun Constanten befindet sich inimer 
noch die ttberzählige, welche sich auf die unvoUsUindige Bestimmung der vierpuuctig oscu- 
lirenden Hyperbel bezieht. 

Derjenige feste Punct der Curve, in welchem, nach dem Satae der S&. Nummer, 4ie ge- 
meinschafUichen Chorden der Curve mit allen einzelnen vierpuuctig osculireoden H>7erbeln 
sich schneiden , ist hier ein Wendungspunct der Curve und liegt auf derjenigen ihrer Asym- 
ptoten, auf welcher die Osculation Statt lindet. 

57, Die Resultate der 52.— 55. Nummer bestätigen , wie die Relationen des Endlichen 
auch in unendlicher Entfernung noch fortbestehen, wobei aber nicht aus den Augen zu ver- 
liereu ist, dass sie hier nur in so fern eine reelle Existenz haben, als der mathematische 
, Begriff des Unendlichen den Begriff der Gränze einschliesst Beluuint ist , dass eine Hypct- 
' bei eine gegebene Curve der dritten Ordnung in sechs Puncten schneidet nnd dass, wenn man 
durch diese sechs Puncto drei gerade Linien (überhaupt irgend eine beliebige zweite Curve 
der dritten Ordnung) legt, diese drei geraden Linien die Curve noch in drei Puncten schnei- 
den und dass diese Puncte auf einer neuen geraden Linie (Q) liegen. Ist eine Asymptote 
der gegebenen Curve zugleich eine Asymptote der Hyperbel, so kttnnen wir diese für eine 
jener «drei geraden Linien nehmen. Wenn die Hyperbel dreipunctig osculirt, so ist dann eine 
zweite der drei geraden Linien mit der fraglichen Asymptote parallel , wodurch noch keine 
nähere Bestimmung über dicr Richtung von Q gegeben ist. ^) — Damit die Ordnung der 
Osculation zu einer vierpunctigen ansteige, muss eine zweite jener drei geraden Linien in 
die Asymptote P fallen. Dann fallen also auch zwei der drei Durcbschnittspuncte , welche 
die Linie Q verbindet in einem Puncte der Asymptote P zusammen und daher berührt die 
Linie Q die Curve in diesem Puncte. Soll die Hyperbel eine ffinfpunctig oseolirende sein, 
so muss die letzte jener drei geraden Linien der Asymptote parallel sein. Es fallen endlich, 
in dem Falle einer sechspunctigen Osculation alle drei geraden Linien in die Asymptote P 
zusammen , wonach die Curve nothwendig auf dieser Asymptote einen Wendungspunct haben 
muss , in welchem Q die Tangente ist 

Die in dem Vorstehenden gewonnenen Resultate stellen sich als Modiflcationen derjenigen 
dar, die sich auf die analogen Fälle, dass die Osculation in einem gegebenen, nicht unend- 

*) Den angezeigten geometrifchen Voraussetzungen entspricht, für eine* dreifache Osculation, die nach- 
stehende Forth : (P''+^)<I + /"P(P+«)» ■*» ® » 

welche, wenn wir die beiden überzähligen Gonstanten der Hyperbel abrechnen, die gerade noth« 
wendige Anzahl von Gonstanten einschlieast. Dieses ist daraus sehen klar, dass sobald die Curve 
und die osculirende Hyperbel gegeben sind, die Construction der, den übrigen Functionen entspre- 
chenden» geraden Linien keine Willkührlichkeit mehr zulässt. Nur können, im Allgemeinen auf 
dreifache, und immer einmal auf reelle Weise, zVei gerade Linien so gezogen werden, dass eiue 
derselben zwei der drei nicht unendlich weit liegenden Durchschnittspuncte von Curve und Hyper- 
bel, von denen einer nothwendig reell ist, verbindet, und die andere durch den dritten Punct pa- 
rallel mit P geht: deshalb können wir zwar immer die letzte Gleichung der 52. Nummer durch die 
vorstehende ersetzen, aber im Allgemeinen auf dreifache Weise, und die Constanten - Bestimmung 
der vorstehenden durch jene^ setzt die Auflösung einer Gleichung des dritten Grades voraus. 

Diese mehrfache Constanten - Bestimmung lallt fort, wenn wir, bei einer vierpunctigen Oscu- 
lation, CK a o setzen. Dann kann die Linie S nur eine einzige sein. 
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lieh weit entfernten Puncte Statt, findet, dar, doch es würde vns von unsenn Wege zu weit 
abfuhren, wenn wir in Erörterungen hierüber eingehen wollten. Es bietet sich uns überdiess 
eine Reihe von Aufgaben , die den drei oben behandelten ähnlich sind , dar ; aber andi diese 
können hier keine Stelle finden. — 

56. Wir wollen auch noch die Curven der vierten Ordnung als Beispiel nehmen, aber 
ohne in irgend, eine Construction einzugehen. * Hier entsprechen einer , die Curve, auf der 
Asymptote P, drei«, vier-, fünf-, sechs-, sieben« und achtpunctig osculirenden 
li>'perbel , bezttglich die nachstehenden sechs Formen : 

(pr+X)ß, + ftf[(f^u)m -f owj « 0, (1) 

(pr4-X)i22 + f^r^Si'2 = 0, (2) 

(pr-f A.}^, 4- iup^[(p+«)u + a] s= o , • (3> 

(pr+X)fli 4- /ip^ so, (4) 

(pr-f A)fl, + iicp^(p+a) == o , (5) 

(pr+A)flj 4- |t*p« =* o. (6) 

Die Form der Gleichung (1) ändert sich nicht, wenn wir ^2, mit {iii 4- srpq) vertauschen, 
hiemach ktfnnen wir die Anzahl der Constanten in dieser Gleichung , durch Fortschafien 
dreier deradben, auf 16 reduciren. Die Gleichungen (2) und (3) behalten ihre Form, wenn 
wir Sil mit {Qj -^ «p^) vertauschen , dadurch lässt nch die Anzahl ihrer Constanten um Eins, 
also bezüglich auf 15 und 14 reduciren. Nach diesen Reductionen behalten die beiden Glei- 
chungen (1) und (2) bezüglich noch zwei und eine ttberzAhlige Constan^ , und diese kom- 
men auf die Unbestimmtheit, welche die Bedingung einer drei«» und vierpunctigen Oscu- 
lation der ilyperbel noch einschliesst In der Gleichung (3) hat sich die Anzahl der Con- 
stanten auf die gerade aothwendige reducirt Den Gleichungen (4), (&) und (6) fehlen an 
der allgemeinen Anzahl bezüglich eine, zwei und drei Constanten, wodurch die, der Be- 
dingung ein^ mehr als fitaifpunctigen Oscnlation entsprechenden , Particularisationen in der 
Watur der gegebenen Curve vierter Ordnung angezeigt werden. Diese ergeben sich sogleich. 

Durch die Gleichung 12^ ^ o ^ 

wird ein Kegelschnitt dargestellt, welcher durch die beiden Durcbscbnittspuncte djsr gegebe- 
nen Curve vierter Ordnung mit ihrer Asymptote P ^eht : weil die obigen Gleichungen die- 
ser Curve alle befriedigt werden , wenn Sij und p zugleich verschwinden. Uebrigens steht, 
in dem Falle der Gletehung (1), dieser Kegelschnitt in keiner weitem besondem Beziehung 
zur Curve. In, den Fällen der GleicJiungen (2) und (3), in denen, wenn Sii verschwindet, 
p^ als Factor in Evidenz tritt^ kann der Kegelschnitt jeder bdiebige sein, welcher die Curve 
in ihren beiden Durchschnittspuncten mit ihrer Asymptote P berührt. Insbesondere kann er 
auch in ein System von zwei Tangenten der Curve ausarten , wonach die Gldchung (3) ihre 
einzige ttberzAhlige Constante verliert, indem sie folgende Form annimmt: 

(pr+^)qs 4- A<pH(P+«)tt H- oj « 0. ♦) 

*) Nacli ile& Betraehtnngsweisen der Not« zur 57. Nammer, können wir die drei Gleichungen (1), (3) 
und (3) aueh durch die folgenden erteUen: 

(pr+X)Äj + /<p(p+a)uv «« o , 
(pf+A)Äa.+ /ip*UV SS o, 

(pr+A Ä, + W*(P+")« == ° ' 
welche, abgesehen von den willkührlicheu Conslanten der osculirenden Hyperbel in den beiden 
erste» Gleichungen, wie die Gleichungen (4}» (5) und (6) keine überzähligen ConsUnten haben. 
Nur lässt sich ein und dieselbe Cur^e, wlihrend.die in Evidenz tretende osculirende Hyperbel die- 
selbe bleibt^ auf funfzehnmalige Welse durch eine Gleichung von der ersten, und auf dreimalige 
Weite durch eine Gleichung von der zweiten, wie auch von der dritten Form ausdrücken. 

Ueberhaupt erhalten wir, wenn wir in der Gleichung einer Curve der n. Ordnung eine 2mpunctig 
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In den Fallen ier Oleichnng^ (4) , (5) und (6) , welche auf eine mehr als fOnfpunctige Oa- 
eulation sich beliehen , ist durch die geg^ebene Curve der fragliche Kegelschnitt nicht nur 
vollkoninien bestimmt , sondern zugleich durch seine Beziehung zur Curve die Parücularisa- 
tion dieser letztem gegeben. In den beiden Gleichungen (4) und (5) erscheint nach dem 
Verschwinden von Sij als Factor p\ Die Curve wird also in ihren beiden Durchschnitts- 
puncten mit ihrer As)inptote P' von dem Kegelschnitte ßj drdpunctig osculirt Dieser Ke» 
gelschnitt schneidet die gegebene Curve ausserdem nur noch in zwei Puncten ; diejenige ge- 
rade Linie, welche durch diese beiden Puncto sich legen Iftsst ist, in dem Falle der Gldchuug 
(5), iiberdiess noch der Asymptote P parallel. In dem Falle der Gleichung (6) endlich, 
welrhe, wenn Sli verschwindet, auf p^ sich redudrt , particularisirt sich die gegebene Curve 
so weit, dass sie in jedem ihrer, beiden Durchschnitte mit der Asymptote P, von ein und 
demselben Kegelschnitte ßj vierpuncUg osculirt wird. 

59. Es ist offenbar, dass Singularitäten in dem Laufe eines Zweiges einer continuirli- 
chen Curve (einer solchen Curve, welche durch eine einzige Gleichung dargestellt wird) in 
dem Laufe anderer Zweige derselben Curve Singularitäten hervorrufen können. Diess ge- 
schieht auch dann noch , wenn eine solche Singularität für unendlich weit entfernte Puncto 
Statt findet , welche, während sie alsdann im absoluten Sinne nicht existirt, doinoch ihre Spur 
den endlichen Zweigen der Curve aufdrückt. Das ist der Fall der letzten ^|;eometiiscken 
Beziehungen der vorigen Nummer. 

Es liegt unmittelbar in der Form der folgenden Gleichung , 

Qt ^2 -f ftfH = o , 
weil diese Gleichung m^hr als vierzehn , das heisst mcAir als die nothwendige Anzahl von 
einander unabhängiger Constanten enthält, der Satz — dass, wenn eine Curve der vierten 
Ordnung in irgend zwei ihrer Puncto von demselben Kegelschnitte dreipunctig oscnKrt wird, 
es immer einen ziveiten Kegelschnitt gibt, von welchem sie ebenfalls in zwei Ptancten drd- 
punctig osculirt wird , In der Art , dass die vier Osculationspuncte in gerader Linie liegen. 
Wenn die beiden Osculationspuncte auf einem der beiden Kegelschnitte zusammenfUlen, 
so osculirt dieser die gegebene Curve sechspunctig und diejenige gerade Linie, welche die 
ursprünglichen beiden Osculationspuncte verbindet, ist nun die gemeinschaftliche Tangente 
von Curve und Kegelschnitt im Osculationspuncte der hühem Ordnung. Diese Tangente ist 
nur eine gewöhnliche der gegebenen Curve, es haben sich in dem Bertthrungspuncte anf den- 
selben nur die zM-ei frühem Durchschnittspuncte vereinigt ; sie schneidet also die Cunre noch 
in zwei Puncten, und in jedein dieser beiden Poncte wird dieselbe von ein und demselben 
Kegelschnitte immer noch dreipunctig osculirt Rückt der Osculationspunct häherer Ordnung 
auf der Tangente fanmer weiter, so besteht, während diese zur Asymptote wird, die letzte 
Beziehung immer noch fort. Wir begnügen uns hier mit dieser blossen Andeutung. — 

60. Wir wollen auch noch in unendlicher Entfernung osculirende Curven der dritten 
Ordnung betrachten , weil hierbei neue Beziehungen zur Sprache kommen , die bei der Ent- 
wicklung der allgemeinen Gesetze , nach welchen Curven überhaupt sidki osculiren , nicht 
ausser Acht gelassen werden dürfen. 

Zwei Curven dritter Ordnung, welche eine gemeinschaftliche Asymptote P und auf die- 
ser in unendlicher Entfernung einen fünfpunctigen Contact haben, werden beide von ein und 



und (2m-(-l]puiictig auf einer Aiymptote P osculirende Hyperbel in Kvidenz treten lassen, die 
folgenden Formen (pr«f-Jl)i2iH-s -(- ^p» 6^—» ^ o , 

(pr+i)Än— « +iup«(p-f.a)en— m-i =« o. 
Die Constanten sind in diesen Gleichungen in der gerade noth wendigen Anzalil vorliandeut können 
aber nicht auf lineare Weise bestimmt werden , so lange m< it^l. 
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derselben Hyperbel tMfpuüclig osculirt. Hiemacb können wir awei solche Curven durdi die 
iblfenden beiden Gleichunj^en : (pr+^)q 4- iup^(p+tt) = o, (1) 

(pr+X)q + f*p'(p-l-«') = 0, ' (2) 

darstellen y wobei die Gleichung der genannten Hyperbel die nachstehende ist: 

pr 4- X = 0., (3) 

Wenn wir die Gleichungen der beiden Curven von einander abziehen , nachdem wir zuvor 
die erste derselben mit q und die zweite mit q mulüplicirt haben, so kommt, nach ForÜas- 
sung des gemeinschaftlichen Factors p^: 

/<(p4-a)q = iw'(p+«')q. (4) 

Diese Gleichung stellt eine Curve dar , welche alle Durchschnitte des Systems der Curve (1) 
und der Linie Q' mit dem Systeme der Curve (2) und der Linie Q enthält, mit Ausnahme 
derjenigen acht, welche auf der Asymptote P liegen. Die Anzahl dieser Durchschnitte be. 
tragt noch acht Unter diesen acht Puncten befinden sich der Durchschnitt von Q und Q', 
der Durchschnitt von Q' mit der Curve (1) auf der geraden Linie (p-t-a=o) , der Durch- 
schnitt von Q mit der Curve (2) auf der geraden Linie (p+o^o). Die übrigen Durch- 
schnitte sind die Durchschnitte der beiden Curven (1) und (2) unter sich« Von den 
beiden ersten Durchschnitten abstrahiren wir, wenn wir die Gleichungen (4) und (1) zusam- 
memtellen, in der Art, dass,^ wenn wir diese beiden Gleichungen zur Bestimmung der Durch- 
schnittspuncte der beiden Curven (1) und (2) anwenden , wir als einzigen fremden Punct 
den Durchschnitt von Q mit der Curve (1) auf der geraden Linie (p-«-a=o) erhalten. Da 
die Gleichung (4) eine Hyperbel darstellt, deren eine Asymptote mit der den beiden Curven 
(1) und (2) gemeinschaftlichen Asymptote P parallel ist , so erhalten wir im Ganzen hier 
nur fünf Durchschnitte, weil der sechste nach der Richtung dieser Asymptote unendlich weit 
liegt und also schneiden sich die beiden Curven dritter Ordnung ausser auf P , nur noch in 
vier Puncten , wodurch die ftir die Gleichungen dieser Curven angenommene Form unmittel- 
bar, bestätigt wird. Wenn diese vier Durchschnittspuncte nach einander mit dem Osculations- 
puncto auf der Asymptote P sich vereinigen, so steigt die Ordnung des Contactes von einem 
fttnfpunctigen allmählig bis zu einem neunpunctigen. 

Wenn der Contact ein sechspunctiger werden soll, so muss die Hyperbel (4) eine 
Asymptote haben die , statt mit der geraden Linie P blos9 parallel zu sein , mit dieser Linie 
zusammenfällt. Diess erfordert : fia =s fia\ . (5) 

Das ist also die Bedingung efaier sechspunctigen Oscnlation. 

Um weiter zu particularisiren , wollen wir 

q= q^ ßf -4-y, 
r 5 q -f ^p + €, 
setzen , wonach sich die Gleichungen (3) und (4) , wenn wir , was die letztere Gleichung 
betrifflt, auf die letzte Bedingungs- Gleichung Rücksicht nehmen, in die folgenden beiden: 

p[q+dp+€] + X = o, 

verwandeln. In dem Falle eines sechspunctigen Contactes, haben die beiden, durch diese.Gleichungoi 
dargestellten Hyperbeln eine gemeinschaftliche Asymptote. In dem Falle eines siebenpunctU 
gen Contactes der beiden Curven (1) und (2) , hat die zweite Hyperbel mit jeder dieser bei- 
den Curven auf derselben Asymptote P einen dreipunctigen ConUct, und folglich auch mit der 
ersten Hyperbel, welche dieselben Curven fttnfpunctig osculirt. Diess erfordert 
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In dem Falle eines achtpuuetigen Contactes müssen aus {gleichem Grunde die beiden 
fraglichen Hyperbeln unter einander einen yierpunctigen Contact auf der Asymptote P haben; 
diess gibt die neue Bedingung^ - Gleichung 

Wenn endlich der Contact ein neunpnnctiger und mithin ron der höchsten Ordnung 
sein soll, so müssen die beiden Hyperbeln, damit sie in unendlicher Entfernung auf der 
Asymptote P fQnf Puncte unter einander un^ mit den Curven (1) und (2) gemein haben, ganx 
und gar zusammenfallen. Hiernach ergibt sich endlich noch 

.J= -^. (8) 

I 

Wenn wir ako die durch die Gleichung (1) dargestellte Curve dritter Ordnung und 
mithin die Functionen p, q, r und die CoeAicienten K A<« ^^ ftis gegeben betrachten , so kött«> 
nen wir nach dem Vorstehenden die Gleichung (2) mit den vier unbestimmten GoefAdenten 
fi\ a , ß und y als die allgemeine Gleichung aller derjenigen Curven dritter Ordnung anse- 
hen, welche mit der gegebenen auf der Asymptote P in unendlicher Entfernung einen fttnf- 
punctigen Contact haben. Fttr einen sechspunctigen Contact bestimmt sich alsdann der Werth 
von /la oder der Coefficient von p^ durch die Gleichung (5). Die beiden neuen Bedingun- 
gen eines siebeupunctigen Contactes enthalten die Gleichungen (5) und (6) ; die drei neuen 
Bedingungen eines achtpunctigen Contactes die Gleichungen (5), (6) und (7). Wenn wir die 
beiden letztgenannten Gleichungen gliedweise ii^ einander dividiren, ergibt sich: 

^ = f — ^. 
y k u 

Nach der ersten der beiden obigen identischen Gleichungen ist - der mit entgegengesetz- 



tem Zeichen genommene reciproke Werth von p für den Durchschnittspunct der Linie Q mit 
der Linie if. Da dieser Werth durch die vorstehende Gleichung gegeben .ist, ist der frag- 
liche Durchschnitt ein fester Punct. Also : 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche eine gemeinschaftliche 
Asymptote und auf dieser in unendlicher Entfernung einen-aehtpuncti- 
gen Contact haben, schneiden die gemeinschaftliche Asymptote so, dass 
die Tangenten in den verschiedenen Durchschnittspuncten in einem fe- 
sten Puncte sich vereinigen. 

Wenn der Contact bis zu einan neunpunctigen ansteigt, so werden die Bedinj^gs- 
Gleichungen (5)—- (8) befriedigt. Da aber, wenn wir die Gleichungen (6), (7) und (8) ad- 
diren , nachdem wir die z^'eite derselben mit ( — a) und die dritte mit u^ multipUcirt habeui 
die folgende Bedingungs- Gleichung: 

X — a« 4- a^* — (9) 

zwischen den Constanten der ursprünglichen Gleichung (1) sich ergibt, so sind die vorge- 
nannten vier Bedingungs- Gleichungen zur Bestimmung der vier unbestimmten Coefficienten 
der Gleichung (2) unzulänglich. Indem die GIei<;hung (8> oder statt deradbea die vorste- 
hende Gleichung zu den Bedingungs-Gleicfaungen für einen achtpunctigen Contact hinzukommt, 
wird bloss eine solche Particularisation der gegebenen Curve ausgedrückt, bei der allein die 
Ordnung des Contactes zu der höchstmöglichen überhaupt ansteigen kann. Dann werden die 
unendlich vielen achtpunctig oscnlirenden Curven dritter Ordnung durch unendlich viele neun^ 
pnnctig osculirende ersetzt, und im eigentlichen Sinne gibt es dann keine achtpunctig oscn- 
lirenden Curven der dritten Ordnung. 
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Zu der geoaetrischeB Deutiing der letsten Bedingungs-Gleiehiing (9) werden wir umnit- 
fielbar durch die Betrachtungen der folgenden Nummer geführt werden. 

61. Der Umstand ^ dass wir , bei der Bestimmung der Durchschnittepuncte der beiden 
T'itrven (1) und (2), durch die ZusammensteUung der Gleichungen XI) und (4), nottwendig 
einen fremden Punct erhalten , führt uns ssu einer Qruppe bemerkenswertfaer Constructionen. 
Wir wollen hier die erste Curve als gegeben betrachten, alsdann ergibt sich der fremde Punct, 
den wir in dem Nachstehenden M nennen wollen, ohne Mühe sogleich als deijenige Punct, 
in welchem die gerade Linie Q, die Tangente der Curve in ihrem Durdischnitte mit der 
Asymptote P, dieser Curve zum zweiten Male begegnet. 

Bei einem achtpunctigen Contacte wird die Curve (1) von der Hyperbel (4) vierponctig 
osculirt und a,u8serdem noch in zwei Puncten geschnitten und von diesen beiden Pimcten ist 
M der eine. Aber diese vierpunctig osculirende Hj'perbel ist dadurch vollkommen bestimmt, 
dass sie übordiess durch diesen Punct M geht Ihr zweiter Durchschnitt mit «der Curve (1), 
welcher zugleich auf allen Curven (2) liegt, ist also auch bestimmt und seine Construction 
leichte 

Alle Curven der dritten Ordnung, welche eine gegebene auf einer 
gegebenen Asymptote achtpunctig osculiren, schneiden sich ausserdem 
in einem festen leich^t zu construirenden Puncte. 

Dieser. Satz ist nur eine Particularisation des allgemeinen Satzes, dass alle soldie Cur- 
ven der dritten Ordnung, welche durch acht gegebene Puncte gehen, ausserdem auch noch in 
einem festen neunten Puncte sich schneiden ; und bietet ein neues Beisj^iel dar, wie Relatio- 
nen des Unendlichen Aestimmungai im Endlichen hervorrufen. 

Der feste Punct des letzten Satzes fkllt, im Allgemeinen, nicht mit dem Osculationspun- 
cte zusammen; soll er es thun, so muss. der Punct M derjenige einzige Punct sein, in wel- 
chem die gegebene Curve (t) von der sie fünfpunctlg osculirenden Hyperbel geschnitten wird, 
im Allgemeinen ist aber dieser einzige Punct, deijenige in welchem die durch M , parallel 
mit P gezogene gerade Linie die Curve zum zweiten Male schneidet, und fUlt also nur dann 
mit dem Pnncte M zusammen, wenn diese gerade Linie, welche durch die Gleichung 

p + a = 
dargestellt wird , die gegebene Curve in eben diesem Puncto M berührt Soll diese Berüh- 
rung Statt finden, so muss der erste Theil der Gleichung (1) auf q^ sich redndren, .w:enn 
wir (»a) für p in dieselbe msetzen, was nur dann geschieht, wenn 

Jt — a« -f a^ä =: o. 
Diese Gleichung ist aber dieselbe zu welcher wir schon am Ende der vorigen Nummer ge- 
kommen sind. 

Damit also eine gegebene Curve dritter Ordnung auf einer gegebenen Asymptote einen 
neunpunctigen Contact haben könne, muss sie von der Art sein, dass sie von ihrer Tan- 
gente in ihrem Durchschnitte mit der gegebenen Asymptote ttberdiess noch in einem solchen 
Puncte geschnitten wird, in welchem die Tangente der Asymptote paraUd ist 

62. Auf demselben Wege, wie wir zu dem Satze der vorigen Nummer gekommen sind, 
ergibt sich auch der folgende allgemeinere Satz. 

Alle Curven der dritten Ordnung, weicheeine gegebene Curve dieser 
Ordnung auf einer gegebenen Asymptote (8— ^)punctig oscuLiren und 
überdiess in p auf derselben wirikührlich angenommenen Puncten 
schneiden, haben mit der gegebenen Curve auch ttberdiess noch einen 
festen Punct gemein. 

Um' diesoi Cesten Punct zu constrniren, brauchen wir bloss durch die g willkührlich 
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angenommenen Pnncte und durch den , in der vorigen Nummer N genannten Punct diejenige 
Hyperbel xü legen, welche die gegebene Corve , auf ihrer Asymptote P, (4— ^Ipnnctig oscu- 
lirt Diese Hyperbel schneidet die gegebene Curve ausserdem nur noch in dem 2U construi- 
renden Poncte. 

Den analytischen Entwicklungen der 60. Nummer zufolge, können wir g von Null bis 
3 wachsen lassen. Für jf =3 o , bat die obengenannt^ Hyperbel nur noch eine mit P paral- 
lele Asymptote. Wir können den Satz auch noch auf den Fall, dass 9 ==4, ausdehnen; dem 
entspräche, dass wir, statt der beiden Gleichungen (1) und (2), Gleichungen von folgender 
Form • (pr+X)q 4- ^up's = o 

auf gleiche Weise behandelt hätten. Die fragliche Hyperbel ist alsdann irgend ein Kegel* 
schnitt, und dieser dadurch vollkommen bestimmt, dass er durch die vier willkührlich ange- 
nommenen Puncto und flberdiess durch den Punct AI geht. 

Aber alle diese Sätze erhalten erst dann ihre richtige Stelle, wenn wir von den allge- 
meinsten Formen ausgehen , welche zu einer Gleichung von der Form der Gleichung (4) 
führen. Die folgenden beiden Gleichungen , in denen p^ durch eine beliebige Function des 
zweiten Grades ersetzt worden ist, haben diese Form: 

Aq + f^iiU = 0, (10) 

fl,q4- fiÜ^s^o, (11) 

denn aus ihnen ergibt sidi die folgende Gleichung: 

^sq = /w's'q. (12) 

Der durch diese letzte Gleichung dargestellte Kegelschnitt schneidet die Curve (10) in sechs 
Puncten. Unter diesen befinden sich illnf Durchschnittspuncte der beiden Curven (10) und 
(11), nemlich alle Durchschnittspuncte dieser Curven mit Ausnahme derjenigen vier, welche 
zugleich auf den beid^ Kegelschnitten Ü2 und i^ liegen , während der sechste Punct ein 
fremder Punct M , der Durchschnitt der beiden geraden Linien Q und S ist 

Wenn hiemach die Curve (10) gegeben ist, so können Mir durch vier, willktthrlich auf 
ihrem Umfange angenommene Puncte zwei willktthrliche Kegelschnitte (zum Behuf der spä» 
ter angezeigten Constructionen am bequemsten zwei Systeme von zwei geraden Uirien) legen, 
und dadurch die beiden Functionen Qu und Sil bestimmen. Der erste Kegdschnitt schneidet 
die gegebene Curve noch in zwei Puncten, die gerade Linie S, welche diese beiden Puncte i;:er- 
bindet, bestimmt die Function s. Der zweite Kegelschnitt Qi schnddet die gegebene Curve 
ebenfalls noch in zwei Puncten ; die gerade Linie Q , welche diese beiden Puncte verbindet, 
bestimmt die Function q. Der Punct. M ist hiernach , als der Durchschnitt von Q und S, auf 
lineare Weise bestimmt 

Die zM'eite Curve dieser Ordnung ist , nach der Form ihrer Gleichung, bloss der Bedin- 
gung unterworfen , dass sie ebenfalls durch diejenigen vier Puncte geht, in welchen die bei* 
den Kegdschnitte iS, und J2; auf der gegebenen Curve sich schndden. Ausserdem schnei, 
den sich die beiden Curven noch in fttnf Puncten, durch welche auch der neue Kegelschnitt 
(12) geht Sind aber von diesen filnf Puncten vier gegeben , so ist dadurch dieser Kegel- 
schnitt schon vollkommen bestimmt, wdl derselbe überdiess auch noch durch den Punct N 
geht Es ist also auch der sechste Durchschnitt dieses Kegelschnittes mit der gegebenen 
Curve, oder der neunte dieser Curve mit der Curve (11) wie mit jeder andern dersdben 
Ordnung, welche durch dieselben acht ersten Puncte geht, auf lineare Weise bestimmt 

In dem Vorstehenden ist die Constmction der nachstehenden Aufgabe enthalten. 

Wenn auf einer gegebenen Curve der dritten Ordnung acht Puncte 
willkührlich angenommen worden sind, denjenigen neunten Punet zu 
bestimmen, in welchen die gegebene Curv^ von allen andern Curven 
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derselben Ordnang , welohe iurch die acht willktthrlich angenommenen 
Puncte gehen, geschnitten wird. -— 

63. Nachdem wir in dem Vorhergehenden ausführlich den Lauf eines Zweiges irgend 
einer gegebenen Curire, welcher an einer Asymptote immer weiter sich hinmeht, durch Hy«. 
perbeln nut steigender Ordnung der Annahcmng dargestellt und bestimmt haben, wollen wir 
nun unsere Aufmerksamkeit auch kurx noch darauf richten, wie der Lauf der verschiedenen 
unendlichen Zweige ein und derselben Curve in gegenseitiger Abhängigkeit steht Zuvor* 
derst wollen wir ein paar Einzelnheiten hervorheben und dann die allgemeinen Gesetze an> 
deuten. Wir erhalten das vollständige Verständnlss des Einzelnen erst dann, wenn wir se* 
hen , nach weldien Seiten hin dasselbe sich verallgemeinert 

M. Wenn eine gegebene Curve der jl Ordnung (n— S) dreipnnctig os. 
culirende Asymptoten hat, so ist das Slaass der Annäherung der Curve 
an ihre beiden übrigen Asymptoten dasselbe. 

Dieser Satz ist fttr den Fall, dass it«8, an eioem andern Orte schon bewiesen worden.^) 
In dem allgemeinen Falle hat , der gemachten Voraussetzung zufolge , die Oleichnng der 
Curve die nachstehende Form mit flberzahligen Constanten: 

M®ii-« + /|<®B-« •!- yÄ-3 *« 0. 
Denn der erste Theil dieser Oleichung redndrt sich, wenn wir nach einander joden der (n— 2) 
linearen Factoren der Function 6b—« gleich Null setzen, auf den (n-^S). Grad, aber anch 
auf den (n — S). Grad , wenn p oder q verschwindet , wonach die den letztgenannten beiden 
Functionen entsprechenden geraden Linien P und Q als die beiden einzigen nicht osenliren- 
den Asymptoten in Evidenz treten. Schreiben wir die vorstdicnde Oleiobung unter folgen- 
der Form: (pq4'/u)6B.^ -f pSio-^ ^ o, 
so springt in die Augen, dass die durch die Gleichung 

(pq+A*) « o 
dargestellte Hyperbel , welche ebenfalls die beiden geraden Linien P und Q zu ihren Asym* 

ptoten hat , diese CurVe nur in S(ii— 8) , auf der Curve i2ii— 3 liegenden , Puncten schneidet 

und also sechs DuTchs<^nittspancte , die paarweise immer , ab auf drei geraden Linien lie« 

gend , betrachtet werden können , mit diesen geraden Linien unendlich weit gerflckt sind. 

Diese Hyperbel hat also mit der gegebenen Curve auf jeder der beiden Asymptoten einen drei- 

puuctjgen Contact,und also ist durch sie das Haass der Annäherung an beide Asymptoten 

zugleich bestimmt und diese Annahenmg folglich dieselbe. 

eB. Der folgende Satz ist auch sdion an einem andern Orte bewiesen worden. ^*) 

Die gemeinschaftlichen drei Mittelpnncte derjenigen drei Gruppen 
von Hyperbeln, welche mit einer gegebenen Curve dritter Ordnung auf 
den drei Asymptoten derselben in unendlieher Entfernung einen vier- 
punctigen Contaet haben, liegen auf diesen drelAsymptoten in gerader 
Linie. 

Diesem Satze wird sehe Stelle durch den folgenden und allgemebcarn angewiesen. 

Wenn eine Curve der n Ordnung (n— 3) vier- oder mehrpunctig ose», 
lirende Asymptoten hat, so liegen die gemeinschaftlichen drei Mittel» 
puncte derjenigen drei Gruppen von Hyperbeln, welche die Curve auf 
den drei flbrigen Asymptoten der Curve vierpunctig osculiren, auf die» 
sen drei Asymptoten in gerader Linie. 



*) SystMB. Dritter AfaschBiit. 175. •*) EbendUf. 178. 
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Der fOBaehtCD Voranssetoinif sufol^e bat die Okichuig der (^cgekeiiea Cinrre die foU 
gende Form mit der gerade nothweudigen Anzahl Ton Gonstaoten e 

in welcher P, Q nnd R als die drei einzigen, nicht rierpunctig osculirenden und im Allge* 
meinen gewöhnlichen, Asymptoten in Evidenz treten. Sdireilien wir diese Gleichung auf 
folgende Weise: (pqr+itcs)@n.-3 + «'^a— 4 ^ o, 

so ist gleich ersichtlich, daSs die durch die Gleichung 

pqr 4- /MS = o 
dargestellte Curve dritter Ordnung die gegebene Curve nur in 3{n-^4) Pncten schneidet, 
welche zugleich auf der Curve ^^^^4 liegen. Es sind also zwOlf Durchsdimttspuncte dieser 
und der gegebenen Curve unendlich weit gerückt, und sind in ihrer unendlichen Entfernung als 
auf vier, selbst unendlich wdt entfernten geraden Linien liegend zu betrachten. Es haben also 
die beiden Curven auf jeder der drei geraden Linien P, Q und R, welche ihre gemeinschafiu 
liehen, im Allgemeinen nidit osculirendin , Asymptoten sind, einen vierpnnctigen Contact. 
Sie werden hiemach ron denselben Hyperbeln auf jeder dieser drei Asymptoten vierpunctig 
osculirt und folglich liegen die Mittelpuncte der drei Gruppen von Hyperbeln, nach dem an 
die Spitze dieser Nummer gestellten Satze, auf den drei Asymptoten in gerader Linie. 

€6, Es ist wiederum der Satz der 9. Nummer, welcher die Ssize der beiden vorher- 
gehenden Nummern und die Verallgemeinerung dieser Sätze unter demsdben Gesirhispuncte 
rereinigt. 

Wenn die n Asymptoten einer Curve der n. Ordnung gegeb^ sind, so wird diese Curve 
dadurch der Bedingung unterworfen, dass sie durch flu Puncte geht^ die, obgleich. unendlich 
weit liegend , vollkommen bestimmt und als die Durchschnitte der gegebenen n Asymptoten 
mit zwei gegebenen aber unendlich weit gerückten gnniden Linien zu betrachten sind. Wenn 
überdiess noch das Blaass der Annäherung an (n-^l) dieser Asymptoten, oder, mit andern 
Worten , nach der Richtung jeder dieser Asyniptoten (aber darum noch nicht auf diesen 
Asymptoten selbst) ein dritter unendlieh weit entfernter Punct gegeben ist, so sind die (n — 1) 
gegebenen neuen Puncte als einer dritten unendlich weit entfernten geraden Linie, angehtfrig 
zu betrachten. Also liegt , weil die zu besinnmende Curve «durch (3»*— 1) Puncte eines Sy- 
stems von drei unendlich weit entfernten, und eine Curve dritter Ordnung vertretenden, ge^ 
raden Linien geht, auch noch ein Sn. Punct auf der dritten unendlich weit entfiemten gera- 
den Linie und also selbst, nach der Richtung ^r n. Asymptote, unendlick weit. Dieser hier- 
nach als vollkommen bestimmt zu befarachtoidie Punct ist der dritte^ welcher nach der Rich- 
tung der letztgenannten Asymptote unendlich weit liegt >Fo.lglieb ist, dadurch, dass 
das Haass der Annäherung der Curve an (n~l) ihrer Asymptoten gegeben 
ist, das Maass der Annäherung an die it. Asymptote vollkommen be- 
stimmt. ' 

Wenn die n Asymptoten einer Curve m Ordnung , das Maass der Annäherung an (n-^ 1) 
dieser Asymptoten, nnd anf (ii-^2) ron diesen die Mittelf unete der vierpunctig .oscuUrenden 
Hyperbeln , so sind im Ganzen (du— 3) unendlioh weit« entfernt liegende Puncte der Curve 
groben , von welcher n auf joder von zwei , (n— 1) auf «einer dritten und {n—Ü) anf einer 
vierten gegebenen unendlidi weit entfernten geraden Linie Hegen. . Das System dieser vier 
g:eraden Linien wird von der fraglichen Curve der n. Ordnung weü sie durch jene (dn--d) 
Puncte geht , auch noch in drei andern Puncten geschnitten, von welchen einer auf der drit- 
ten und zwei auf der vierten der vier unendlich weit entfernten geraden Linien liegen. Wenn 
also das Maass der Annäherung an (n — 1) Asymptoten und dadurch das Maass der Annäherung 
an die II. Asymptote gegeben ist , so sind , wenn überdiess auf (ir-^2) Asymptoten die Mit- 
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telfuncle 4er Tierpioictig.Mciiirenden Hyperbek gegeben sind, daduvdi «Be ÜHtidpunete 4er 
mrpmieCig Mcnlirendea Hyperbeln auf den beiden übrigen Asymptoten irallkomnien be» 
•Ununt 

Wir sehen aus dem Vorstehenden, dass die Bestimmnng des Maasses der Annäherung 
einer Curve der n. Ordnung an ihre n Asymptoten von (3n— 1) , die Bestimmung von n in 
nnendlicher Entftnnng viecpunctig. osculirender Hyperbeln von (4n-*8) Constanten abhangt 
Indem wir auf den eingescUagenea Wege weiter gehen, ist Uar, dass überhaupt, jnir Be: 
Stimmung von fMial m nach » gegebenen Richtungen unendlich weit liegenden Puncten, dnidi 
welche die i» unendlichen Zweige einer Curve der n. Ordnung gehen sollen 

ConKtante hinfeiehmid und nothwendig sind« Oder , mit andern Worten , durch eine solche 
Aonahl von Coastanten lassen sich n Curven (wenn ni<6 immer n Hyperbeln) welche dien 
uneudlichen Zweige der Curve »punctig oscullren , bestimmen* 
67. Wenn wir, in Gemassheit der 2d. Nummer, die Fonn 

m Gnmde legen und dann &a + /Mfifo-^ ^ ^a 

setaen , ergibt sich üa — i^nS » Ah^ , 

woraus ersichtlich ist • dass die beiden Curven der n. Ordnung Sin und Ün sich nur in n(n^4') 
Puncten, welche auf der Curve ^^^ liegen, schneiden, weil du Puncto auf vier geraden 
Linien, «gleich mk diesen, unendlich weit liegen, oder, mit andern Worten, dass die asynu 
ptotischen Zweige der beid^ Curven der fi* Ordnung , paarweise, sich in unendHcher Ent^ 
fernung vierpunctig osculiren. Die Anaahl der Constanten der Function Sn beträgt, indem 
wir aus^r der Conitanten fi auf jede lineare Function nwel Constaat^ rechnen, (da— 3), also, 
nach der vorigen Nummer , gerade so viel , als Constante nothwendig sind , um n Curven 
(insbesondere H^^perbeln) m bestimmen , welche an den n Asymptoten der Curve Sia sich 
hinaiehen , und auf diesen Asymptoten mit der letstgenannten Curve einen vierpunctigen 
Contact haben. Wir gelangen hiernach zu der Folgerung , dass , während durch das erste 
Glied &a , in der Entwicklung der Function 'ß« , die n Asymptoten der beaüglichen Curve, 
oder, nrit andern Worten, auf jedem der n anendlichen Zweige der Curve in unendlicher 
Entfernung awei Puncto gegeben sind, durch die beiden ersten Glieder dieser Entwicklung^ 
6a und /i6»-ft , auf jedem jener n Zweige vier unendlich weit entfernte Pttncte der Curve, 
welche sich am einfachsten durch n (diese Curve vierpunctig osodirende) Hyperbeln bestim* 
men lassen, gegeben sind. 

Wenn wir weiter gehen und noch ein drittes Glied in der Entwicklung von S2a in Evi* 
denn bringen, indem wir 

setaen, so folgt auf gleiche Weise als oben, dass die durch die nachstehende Gleichung: 

fln S ©n+^öa^+fö,-^ «0, 

dargestellte neue Curve der n. Ordnung solche n unendliche Zweige hat, welche beattglich die 
n unendlichen Zweige der Curve Sin sechspunctig osculiren» Diese neue Curve hängt von ge- 
rade so vielen Constanten ab, als nach der vorigen Nummer nur Bestimmung von sechs auf 
jedem der n uneadiichen Zweige der Curve i^ unendlich weit entfernt liegenden Puncto noth« 
wendig sind, aendkh von (ta-**10). Hiernach sind also durch die drei ersten Glieder der 
Eatwickhmg der Function Q» , auf jedem der n asj-mptotischen Zweige der Curve ün , ia 
unendlicher Entfernung sechs Pnnde gegeben« 

Verfolgen wir den eingeschlagenen Weg weiter, so gelangen wir an demnachstehenden Satae. 



60 Erster Abschnitt. Unen<ttidie Zweige. 

Wenn wir die Glerchnng einer Ctfrre der n. Ordnunf , was im Allge« 
■tetnen inner and nur auf einnige Wei^e nöi^lieh ist, in folgende Vorn- 
entwiciLeln: 

so sind, wenn einnal diein 6a enthaltenen linearen Faeloren« dann die 
beiden ersten 61ieder0n und ii9t^%i dann die drei ersten Glieder 6« , pi&n^% 
and v&A^jfi und endlich fiberhanpt die m ersten Glieder gegeben sind: da- 
durch, einmal die n Asymptoten der Curve, dann auf jeden asymptoti» 
sehen Zweige der Curve vier, dann auf jedem SSweige sechs und end* 
lieh 2m Puncte in unendlicher Entfernung vollkommen bestimmt; und, 
umgekehrt, wenn diese unendlich weit entfernt liegenden Puncte (fttr 
jeden asymptotischen Zweig durch eine Curv'e niederer Ordnung) gege^ 
ben sind, so sind dadurch die eben beneichneten Glieder der vorstehen» 
den Gleichung bestimmt 

Wenn auf jedem der n Zweige der Curve (Sm+1) Ptancte in unendlicher Entfernung 
gegeben sind , so sind wie eben die m ersten Glieder in der vorstehenden Entwicklung der 
Gleichung der Curve als bekannt nu betrachten. Dem folgenden (m+l). Oliede der Ent- 
Wicklung oQn^xm entspredien (n-— 8n) gerade Linien, welche bei unserer VoraüsseUning eine 
vollkommen bestimmte Richtung haben , und endlich ist auch der Coeffident a noch besffmmt. 
Diess Alles muss nothwendig bestimmt sein, weil sonst die Gleichungen sweier Curven , weW 
che auf aDen ihren unendlichen Zweigen sidi (8m+l)punctig o^culiren , sidt nicht sü emer 
Gleichung des (n— 2m — 1). Grades verbinden lassen würden. 

68. Wenn wir insbesondere den Fall der Curven dritter Ordnung, denen die Gleichung : 

pqr + it<s =0, 
entspricht , näher bekrachten , so sind durch die drei linearen Functionen p, q und r die drei 
Asymptoten der Curve P , Q und R gegeben« Wenn wir , d<^ näherte Conslanten - Bestim- 
mung wegen, s = y + ox + /} 

setzen , wobei y und x bdiebig angenommene , aber vollkommen bestimmte , lineare Functio- 
nen bedeuten und dann /u nnd a gegeben sind, so ist, nach der Schlussbemerkung der vori- 
gen Nummer, das Maass der Annäherung derCurv^ an ihre drei Asymptoten gegeben. Wir 
sehen hieraus, dass, wenn die drei Asymptoten P,Q und R gegeben sind; bei allen Curven 
dritter Ordnung, fOr welche das Maass der Annäherung an diese Asj^ptoten dasselbe ist, 
die Linie S (welche die drei Durchschnitte der Curve mit den drei Asymptoten verbindet) 
immer mit sich selbst parallel bleibt 

Wenn auch das Maass der Annäherung der Curve an ihre drei Asymptoteta, mit diesen zu- 
gleich, gegeben ist, so ist dadurch aber doch noch nicht die Curve vollkommen bestimmt ; weil 
alsdann nwar neun Puncto in unendlicher Entfernung gegeben' sind, von diesen Puncten aber 
der neunte durch die Annahme der acht ersten bedingt ist; oder, mit andern Worten, weil 
von dem Maasse der Annäherung an 2wri Asymptoten das Maass der Annäherung an dile 
dritte abhängt 

Um diess direet nu neigen , wollen wir voraunsetnen , dass die drei Asymptoten P, Q, R 
und das Maäss der Annäherung der Curve an die beiden erstgenannten Asymptoten P und 
Q durdi die redproken Werthe von J^ und Jti gegeben sei «nd diftnn die Constanten der 
Curve in so weit sie gegeben sind bestünmen und das Maass der Amiähening der Carve an 
ihre dritte Asymptote R construiren. Für die sweite Asymptote einer Hypeibd, welche die 
Curve -anf der Asymptote P dreipvnctig osculirt, kdnnen wir jede beliebige gerade Linie 
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^ nekBen , unl erst nach ihrw Annahme itt die Hyperbel rollkonmen besliainit Wir braa- 
dien nemlidi dann nur von dem Winkel der beiden Asymptoten dnrcli eine flhrigens beliebige 
gerade Linie ein Dreieck absumlineiden , dessen Inhalt gleich J^ ist, diese gerade Linie ist 
alsdann «ine Tangente der fraglichen oscnlirenden Hyperbel nnd die Mitte anf ihr der Be- 
rührungspunct« Auf gleiche Wtise können wir eine willkthrliche gerade Linie als nweite 
Asymptote einer, die Curve auf der Asymptote Q dreipunctig oscnlirenden, Hyperbel anneh- 
men« Wir können beldesmal die gi^^cM Linie R als die nwdte Asymptote betrachten und 
also niMi Hyperbeln als gegeben ansehen, welche R nur gemeinschaftlichen Asymptote haben 
und von welchen , die eine auf P nnd iie andere auf Q , die gegebene Curve dreipunctig 
osculirt. Die Gleichungen dieser beiden Hyperbeln haben die nachstehende Form : 

pr + 1 =0, 
. qr -f V «= 0, (1) 

und wenn wir , um eine feste Bestimmung vor Augen nn haben, lOr p und q diejenigen ge- 
raden Linien nehmen , welche von dem beaaglichen Puncto aus , parallel mit R , nach den 
Asymptoten P und Q gesogen werden, f&r r aber den kflnesten Abstand von der Asymptote 
R, so ist — 8;i s 4» , —%X^/I^. (S) 

Wenn wir die beiden Hyperbeln nach einander in der Gleichung der Curve: 

pqr + A<a » o, 
in Evidenn bringen , so nimmt diese die nachstdienden beiden Formen an : 

(pr-fl)q -h op + n =s 0, 
(qr+V)p H- q\ + x a 0. . 
Damit diese bdden Formen unter sich flberdnstimmen, ergeben sich als nothwendige Bedin* 
gungen : o s= V , a » il, n = k , 

und hiemach ist: /tcs ^ i[^p4+^4|P— -Sx]. 

Die beiden Hyperbeln (1) schneiden sich, ausser auf ihrer gemeinschaftlichen Asim^tote 
R, noch in swei, leicht nu construirenden Puncten. Diejenige gerade Linie, wdche diese 
bdden Puncto verbindet, wird durch die folgende Gleichung: 

^/pq — 4^ ^ 0, (3) 

dargestellt , welche man erhalt , wenn man die beiden Gldchungen (1) von einander abzieht, 
nachdem man nuvor die erste mit q und die nwdte mit p multiplidrt hat, und nugleich die 
Gldchungen (S) berflcksichtigt Diese Gleichung neigt , dass an der durch sie dargestellten 
geraden Linie und den beiden Asymptoten P und Q als vierte Harmonieale eine solche gerade 
Linie gehört, die, parallel mit der Linie S, durch den Durchschnitt dieser bdden Asymptoten 
geht Hiernach können wir auf Idchte Weise die Richtung der Linie S constniiren. 

Ueberdiess sind alle Coeffidenten der GIdchung der Curve mit Ausnahme der von den 
linearen Functionen unabhängigen Constanten x bekannt 

€0. Nachdem wir in der vorigen Nummer die Richtung der Linie S bestimmt haben, 
wollen wir nun zur geometrischen Bestimmung des Maasses der Krümmung ( ^r ) auf der 
dritten Asymptote R , oder , was dasselbe ist , aur Bestimmung dner Hyperbel , welche die 
Curve anf dieser Asymptote drdpunctig osculirt, flbergehen. Zu diesem Ende wenden wir 
uns nochmUs nur GIdchung (3) der vorigen Nummer aurttck und wollen denjenigen Punct 
^ der beaflglichen geraden Linie betrachten , welcher augleich auf der dritten Asymptote R 
liegt Alsdann bedeuten , nach der Functionen.- Bestimmung der genannten Nummer, p und 
q diejenigen bdden Segmente, wdche auf dieser Asymptote R benttglich zwischen der Linie 
(3) und den beidetf Asymptoten P und Q liegen. Die Gleichung 

^, q 
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dröcfct hiemach aus, dass sich ^p zu z/q.TerhRlt, wie diejenigeii beiden Dreiecke, in weiche 
das von den drei Asymptoten P, Q und R gebildete I>reieck, durch die gerade Lime (3) 
getheUt wird , oder flberhaupt, wie irgend zwei Dreiecke, die jene beiden Sefpnente p und q 
zu Basen und irgend einen Pttnct der geraden Linie (3) zur gemeinschafUidien Spitze liaben» 
Ihirch diese ihigliche Linie erhftit man also j wenn eines der beiden Breiecke Jp und ^/q ge» 
geben ist, sogleiph das andere« 

Neben der geraden Linie (3) gibt es noch zwei andere gerade Linien von gamti analo^ 
ger Bedeutung, deren Oleichwgen imui leicht erhält Die Gleichung (3) geht, wen« vm 
nun an p und q, gleichwie r, kürzeste Abstände bedeuten sollen, in die folgende ttber: 

q^Jt(R,P) TirfnfB^Q) . 

^q Zfp 

und durch Buchstaben - Vertauschung ergeben sich hieraus für die beiden analogen geraden 
Linien die folgenden beiden Gleichungen: 

grtn(P,R) _ r^(P,Q) 

Nachdem die Richtung der Linie S bekannt ist, können wir diese drei geraden Linien un- 
mittelbar als die vierten Harmonicalen zu einer mit S parallelen geraden Linie und je zweien 
der drei Asymptoten P , Q und R construiren. Nach Betrachtungen , die den an die Spitze 
dieser Nummer gestellten , ganz analog sind , erhalten wir vermittelst einer beliebigen der 
beiden letzten dieser drei geraden Linien den Dreiecks-Inhalt Jt und wem dieser bihalt be^ 
kannt ist, dreipunctig die €urve auf R oscnlirende Hyperbeln. 

Von den vorstehenden drei Gleichungen bedingen je zwei die dritte; die bezüglichen 
drei geraden Linien schneiden sidi also in demsdben Puncte. Dieser Pnnct Ist die gemein» 
schafUiche Spitze dreier Dreiecke deren jedes von einer der drei Asymptoten und zwei der 
drei fraglichen geraden Linien gebildet, und durch die dritte dieser Linien in soldie zwei 
Theile getheilt wird , die dem Maasse der Annäherung der Curve an die beiden anderen 
Asymptoten proportional sind. 

70. Es gibt endlich drei Paare von Hyperbeln, welche beide eine Asymptote der Curve 
dritter Ordnung auch zu ihrer gemeinschafUichen Asymptote haben und ttberdiess die Curve 
bezüglich auf den beiden andern Asymptoten dreipunctig osculiren. Nach der 68. Nummer 
schneiden sich die beiden Hyperbeln dieser drei Paare auf den drei geraden Linien (4), (5) 
und (6). Insbesondere wird diejenige Hyperbel, welche P und Q zu ihren Asymptoten hat < 
und die Curve auf Q oscfditt , von derjenigen , welche P und R zu ihren Asymptoten hat und 
die Curve auf R osculirt, auf der geraden Linie (6) geschnitten. Die erstgenannte Hyper- 
bel ist gegeben , die Linie (6) bekannt und folglich die zweite Hyperbel , weil sie überdiesz 
P zu ihrer zweiten Asymptote hat , auf linearem Wege leicht zu construiren, und zwar ohne 
dass wir, wie in der vorigen Nummer, zuvor Jt bestimmen. 

71. Wenn das Maass der Annäherung einer Curve dritter Ordnung an ihre drei Asym- 
ptoten bekannt ist, so reicht ein einziger Punct der Curve zur vollständigen Bestimmung 
derselben hin. 

Die 45. Nummer gibt uns nemlich , wenn ein Punct der Curve ist , indem wir n^ 
nehmen , und die dortige Bezeichnung beibehalten : 

. - « ^o OM».«M* 

"^^^^^""^ -mr- 

Wenn wir statt der Segmente On\ Ot/P und OMi , die auf einer durch den gegebenen Punct 
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0, parallel mit der Aqrmptote P gesogenen gerailen Linie, besflgUch sirischen ilieaem Puncte 
«nd den Asymptoten Q und R und der Linie S liegen, die von demselben Puncte auf 
diese drei geraden Linien gefüllten Perpendikel einf&hren und diese Perpendikel OQ, OP und 
OS nennen, so geht die letste Gleichung in die folgende über: 

^ ^ sm(q,9) 9in (R,P) OS ' ^^^ 

und durch Buchstaben - Vertauschung ergibt sich alsdann sogleich: 

># -^o rtii(S,Q) OP.OQ >OB .^. 

' ~ ^ «« CP, Q) *iii iH, q/ ÖS ' ^®' 

>/--• rfiiCS,R) OP,OQ ,OE .^. 

^' " + * ÄKQ7I« *to(P. R) 0S~~ • f*^ 

Dividiren wir die beiden ersten der drei vorstehenden Gleichungen in einander, so kommt 

Jp sin (S, P) , jtn(ll,P) 
^, räi(S,Q)' «iii(R,Q)' 
«nd da flberdiess (S,Q) » (S,P) — cQ,P), 

ist hiemadt die Richtung der Uaie S, vermittelst einer der beiden Winkel (S,P) oder (Q,P) be- 
stimmt, wem die drei Asymptoten P, Q und R und auf den beiden ersten das Maass der An- 
nldierung gsg eben ist Dann gibt mdlich jede der beiden Gleichungen (8) und (9) unmittelbar 
den Werth von OS und komit die Lage der Linie S. 

Wir bemerken , wie auch hier der Werth von jJr durch die Werthe von Jp und Jq be* 
stimmt ist 

79. Nach der 68. Nummer ist eine Curve der dritten Ordnung dann vollkommen be- 
stimmt, wenn auf den drei unendlichen Zweigen derselben in unendlicher Entfernung bevüg- 
lieh vier, drei und zwei Puncte gegeben sind, oder, mit andern Worten, wenn wir die 
drei Asymptoten der Curve , für zwei derselben (und also audi für die dritte) das Maass der 
Annäherung und endlich auf einer fiberdiess noch den gemeinschafUichen Mittelpunet der den 
entsprechenden Zweig der Curve vierpunctig osculir enden Hyperbeln kennen. Wir wollen 
uns in dieser Nummer mit der . Construction der so bestimmten Curve dritter Ordnung be-. 
schaftigen. Es ist diese Aufgabe ein besonderer Fall der Aufgabe der vorigen Nummer, de- 
ren Auflösung , dadurch , dass der gegebene Punct .0 unendlich weit gerückt ist , neue Be- 
trachtungen erfordert 

Zuvorderst können wir anf jedem der beiden unendlichen Zweige, auf welchen nur drei 
Puncte gegeben sind, einen vierten Punct der Curve bestimmen, wonach auf jedem der drei 
unendlichen Zweige vier Puncte, oder auf den drei Asymptoten di(^ drei Mittelpuncte der 
drei Gruppen von vierpunctig osculirenden Hyperbeln, gegeben sind« Denn da einer dieser 
drei Mittelpuncte (wir wollen voraussetzen es sei deijenige , welcher auf der Asymptote P 
liegt) gegeben ist , so kennen wir denjenigen Punct, in welchem -dieselbe Asymptote von der 
Curve geschnitten wird, weil nach der 46. Nummer di^er Durchschnitt dadurch bestimmt 
mt, dass die Mitte zwischen ihm und jenem Mittelpuncte mit der Mitte der beiden Pnncten, 
in welchen dieselbe Asymptote P von den beiden andern Asymptoten Q und R geschnitten 
wird, zusanunenfiült *) Durdi eben diesen Durchschnitt geht die Linie S, weldte hiernach 
als vollkommen bekannt zu betrachten ist , weil ihre Richtung durch das Maass der Anna» 
herung der. Curve an zwei ihrer Asymptoten bestimqit ist. Durch die beiden Durchschnitte 
der Linie S jnit den bjeiden Asymptoten Q und R sind auf diesen Asymptoten die beiden 
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Mittelpuncte der die Curre auf deiiselbea vierpimdig osculirenden Hyperbeln nach denldelben 
Satze gegeben , welcher uns so eben , umgekehrt , den Durchschnitt der Linie S mit der 
Asymptote P durch den Mittelpunct der, die Curve auf dieser Asymptote vierpunctig osculi- 
renden Hyperbel gab. 

X Wenn wir hiernach die zu ooiistniirende Curve durch die folgende Gleichung darstellen : 

pqr + ^s s= 0, 
80 ist ausser den drei Asymptoten P, Q und R , weldhe gegeben sind , auch die^ Linie S auf 
lineare Weise bestimmt, und es bleibt nur noch übrig den Coefficienten fi ssn finden. Dieser 
ist aber unmittelbar gegeben , wenn wir das Maass der Annäherung der Curve'an eine ihrer 
Asymptoten kennen (44). Statt des Coefficienten /u können wir auch direct und auf lineare 
Weise einen, nicht unendlich weit entfernten, Punct der Curve construiren. Die Gleichung 
der vorigen Nummer : 

gibt , wenn Jp und irgend eine gerade Linie , die mit P parallel ist und somit OP gegeben 
sind, die beiden Durchschnitte dieser geraden Linie mit der Curve. Wenn die gegebene 
gerade Linie , ausser dass sie mit P parallel ist , auch noch durch den Durdmohnitt der 
Asymptote R mit der Linie S geht , so fallen die beiden Puncte M^ und Mi zusammen. Da* 
durch wird die obige Gleichung zur Bestimmung des Punctes linear und gibt, indem wir 
OP durch J bezeichnen: 

§. 2. 

ImaylnJire ABynkpioienm Reelle und InuMrinl&re elllptlselae . Asymptotes. 

Aflynaptotenpunct« 

7S. Wenn wir früher behauptet haben, dass die allgemeine Gleichung der Cnrven n. 
Ordnung ßa = o 

sich immer auf die nachstehende Form bringen lasse : 

©n 4- fiiin'-M = pqr • • •+ flQii^2 — , (1) 

und dass die linearen Functionen p, q, r . . . so wie die Function jußn^a alsdann voUkom- 
men bestimmt seien, so versteht sich von Selbst, dass jene linearen Functionen und demnach 
auch die ihnen entsprechenden Asymptoten der Curve, welche in demjenigen Falle, den wir 
bisher ausschliesslich betrachtet haben , reell sind , kdnesweges reell zu sein brauchen. Im 
Gegentheile, dem fraglichen Falle ganz parallel und durchaus nicht untergeordnet, sind die* 
jenigen Falle , in welchen die linearen Functionen alle oder zum tlieil imaginär sind. Wir 
könnten diess nach der Methode der unbestimmten Coefficienten, indem wir von der allgemei- 
nen Gleichung des* n. Grades zwischen zwei wülkflhrlich angenommi^nen linearen Functionen 
ausgingen , leicht zeigen. Dabei würden wir zu einer Gleichung des n. Grad^ , durch de- 
ren Wurzeln die Richtungen der n Asymptoten der Curve gegeben shid , gelangen und diese 
Gleichung über die Realität und fanaginarität der fraglichen n linearen Functionen und ent- 
sprechenden As^'mptoten entscheiden. Die vollständige Bestimmung derselben wttrdo nach 
Auflösung dieser Gleichung auf linearem Wege sich ergeben , so wie auch , und auf noth- 
wendig reelle Weise, die Ikstimmung der Coustanten der Function ßa^a. 

Aber nicht aus der algebraischen Umformung der einen Gleichung in die andere, son- 
dern aus der Form der Gleichung (1) als selbststäntfg f(lr sich und unabhängig von der 



§. 2* Imaginäre Asymptoten. 65 

wilHLlIhrKchen Annahme nweier linearen Function^ bestdiend , nieken wir unsere Schlttsse. 
Weil diese Oleicbung, bei der nothwendigen Anxalii von einander unabliangiger Con^UnCen^ 
die allgenieine Gleichnng der Curven n. Ordnung ist, so gibt es k:eine Curre dieser Ordnung^, 
wdehe sich nicht durch Ae Glrichnng (1) darstellen ISsst , und umgekehrt erhalten wir alle 
Curven dieser Ordnung ^ wenn wir nach einander in dieser Gleidiung alle möglichen Con* 
Staaten - Bestimmungen machen and erhalten alle coordinirten Gattungen der 
Curven n. Ordnung, wenn wir auf die verschiedenen Falle, wie das Ima- 
ginäre in. der Form der fraglichen Gleichling mttgliclierweise vork:ommen 
kann, Rücksicht nehmen. 

Jede Constanten - Bcstimmunn^ in der Gleichung (1) hat gleiche Allgemeinheit, so lange 
die Anzahl der von einander unabhängigen Constanten dieselbe bleibt, es mttgen Übrigens 
diese Constanten reell oder imaginär sein. Nur mflssen wir, wenn wir imaginäre Constan- 
ten wählen , darauf Bedacht nehmen , dass die Function Sia , deren Bntwicklung der erste 
Theil der Gleichung (1) ist, dadurch keine imaginären Glieder erhalte. Diess erfordert, dass 
auch die Function Ai^a gann reell bleibe , weil -die etwaigen imaginären Glieder derselben 
auf keine Weise durch die imaginären Glieder der Function 0n aufgehoben werden kdnnen« 
Die Function 6o ist ihrerseiti aus demselben Grunde nothwendig reell und kann daher nur 
solche imaginäre Factoren des ersten Grades enthalten, deren Product reeU ist, also Facto- 
ren die , paarweise genommen , folgende Form haben : 

u+ov/— 1 , u— orvt/'— 1 , 

* und mit einander multiplicirt die nachstehende reelle Function nweiten ärades geben : 

u* 4- ft^v\ 

Wir können also jedes Paar linearer Factoren der Function Oa durch eine Function 
zweiten Grades von der vorstehenden Form ersetzen. Diese Function kann auf nnendlidi« 
malige Weise in eine andere Function von gleicher Form umgewandelt werden und enthält 
deshalb eine fünfte nnd überzählige Constante. Wir künnen die Anzahl der Constanten auf 
verschiedenem Wege auf die iiothwendige redudren, insbesondere kttnnen wir voraussetzen, 
dass die , den beiden Functionen u und v entsprechenden , geraden Linien U und V auf ein- 
ander senkrecht stehen , dann sind >die8e beiden Functionen und der Coeffident o durch vier 
Constante auf lineare Weise bestimmt. *) 

Wir werden, um unsere Ausdruckswose den eben erörterten analytischen Besaehangen 
anzupassen, in dem Folgenden auch von imaginären Asymptoten sprechen. Solche 
Asymptoten sind also immer paarweise vorhanden , in der Art , dass die beiden imaginären 
Asymptoten jedes Paares sich immer in dnem reellen Puncto schndden. Denn die Gldchun- 
gen derselben haben folgende Form: 

u+avy^ — l«ao , u— ov/— l«=o , 

und ans ihrer algebraischen Verbindung ergeben sich die folgenden bdden Gleichungen: 

tt = o, V = o, 

welche zwei reelle, in demselben Puncto sich schneidende gerade Linien darstellen. 

74. Die meisten geometrischen Sätze und Constructionen der frühem Nummern fallen 
fiivrt , wenn wir sie auf den Fall imaginärer Asymptoten übertragen wollen. Wo aber ins* 
besondere die Realität der Asymptoten sdbst nicht in Betracht kommt^ da behält Alles sdne 
nnmittdbare Odtung. Der Dnrchsdinitt zweier redien Asymptoten wird hierbei von dem 
Durdiscbnitte zweier zusammengehörigen imaginären Asjinptoten vollständig vertreten. Waa 
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Das Imagiiiäre ist xwar in geomelriscker Hinsicht fur nicht voriianden , trotv dem aber 
prägen sich sogar die Unterschiede' des Imaf^nären im Reellen ab. So sind, mm Beispiel, 
n'enn eine Curve der 5. Ordnung drei reelle Asymptoten hat, von d(^en eine dieselbe drei- 
puncüg und die beiden andern mehr als dreipunctig osculiren, die imaginären Asymptoten 
nothwendig dreipunctig oscuiirende. 

78. Jede Hyperbel , welche zwei Asymptoten einer gegebenen Curve auch zu den ihri- 
gen hat, ist eine hyperbolische Doppel -Asymptote der Curve und hat mit ihr in unendlicher 
Entfernung einen redien Doppel - Contact. Das System der beiden geradjiuigen Asymptoten 
erscheint hierbei als der Uebergang., die Gränze, zwischen zwei Gruppen von Hyperbeln, 
welche in den beiden verschiedenen Paaren von Scheitelwinkeln , die von diesen Asymptoten 
gebildet werden , liegen. In der identischen Gleichung : 

fl, = (pq4-X)fl„^ + fiSTn^ , 
treten , wenn wir für X nach einander aUe möglichen Werthe einsetzen, alle fraglichen hyper- 
bolischen Doppel - Asymptoten durch den Factor (pq+^) in Evidenz. Positive Werthe von X 
bezeichnen die eine, negative Werthe die andere Gruppe, und beim Uebergang von einer 
Gruppe zur andern versch'windet X. 

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich , wenn die beiden geradlinigen Asymptoten P 
und Q imaginär werden. Dann nimmt die Function Sla folgende Form an : 

und den hyperbolischen Doppel -Asymptoten entsprechen nun Ellipsen., welche, indem wir X 
als willktthrllche Constante ansehen, durch die nachstehende Gleichung dargestellt werden: 

„2 + oV^ 4- X = 0. 
Jede solche Ellipse hat mit der Curve in unendlicher Entfernung einen imaginären Doppel- 
Contact und schneidet die Curve, was sogleich aus der Gleichung derselben in die Augen 
springt, deshalb nur in 2(n — 2) Puncten. Jede ist, um uns consequent auszudrücken, eine 
elliptische Asymptote und zwar eine Doppel- As>inptote der gegeben.en Curve. Nur 
wenn X negativ ist, ist ffiese Asymptote reell, sie wird imaginär, wenn ^ positiv wird« 
Zwischen reellen und imaginären elliptischen Doppel - Asymptoten 'bildet ein Punct, 
und diesem entspricht dass die Constante X verschwindet, den Uebergang. Diesen Punct, in 
so fern er uns, wie hier, als eine verschwindende Ellipse von bestimmtem Axen - Verhältniss 
und bestimmter Axen-Lage, und nicht als ein blosser Durchschnitt zweier geraden Linien, 
entgegentritt, habe ich Asymptotenpunct genannt. Ein Asymptotenpunct ersetzt voll- 
ständig zwei reelle gerade Linien In der geometrischen Bestimmung der Curve. 

79. Wir können, im Allgemeinen, die Constante X nicht so bestimmen, dass dadurch, wie 
früher zwischen Curve und Hyperbel, nun zwischen Curve und Ellipse ein innigerer (imaginä- 
rer) Contact hervorgebracht werde. Wenn ein solcher nemlich auf der Asymptote P Statt 
findet, so muss, nach frühem Erörterungen, die Curve ß^^a eine mitP parallele Asymptote 
haben.. Diess bedingt die nachstehende Form : 

Sin = |(pq+A)0„-a 4- ^(p+a)©n*^ 4- qS^^^ 
welche, wenn P imaginär wird, und wir um die allgemeinste Constanten-Bestimmung zu er- 
halten , a mit a+a/9/^l vertauschen , in folgende übergeht : 

fl„ = (n2+a2v^X)0a-a + i"[(u4-a) + o(v+ffi/— Ijöa^-a + Q^ia^^ 
Da aber (>fln-^ reeU ist, bedingt der imaginäre Factor einen zweiten, I(u4-a)— o(v-h/^/— 11, 
in der Function @a-.3 , woraus folgende Form hervorgeht : 

= (u^H-a^v^+X)««-.,,^ Tßo-3. 
Diese Form zeigt , daas alsdann die elliptische Asymptote mit der Curve auf einer nnendlich 
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weil entferpten geraden Linie einen imainnaren dreiponctigen Doppel-Contact hat Zagleich 

aber selien wir aus 'der ersten der vorstellenden beiden EntwicUungen der Function Qti , dass 

nf n 1 3) 
diese Function, indem wir auf die elUptische Asymptote fünf Gonstante nehmen , nur 

m 

Coiistante einschliesst , und ihr also, um die allgemeine ihres Grades nu sein, eine Gonstante 
fehlt Also gibt es nur bei Curven der n. Ordnung ron einer besondem Art eine solche 
elliptische Asymptote. Diese Ellipse kann alsdann immer noch reell oder imafinar sein oder 
auch auf den Asymptotenpunct sich reduciren. In diesem letxten Falle findet durch das Ver- 
schwinden von A noch eine Reduction in der Anzahl der Constanten um eine neue Einheit 
Statt , und das ist nothwendig , weil hier nur ein einzelner £articularer Fall unter unendlich 
vielen herausgehoben wird. Die gegebene Curve hat alsdann zwei geradlinige, dreipunctig 
osculirende , imaginäre Asymptoten. 

Es kann, bei neuen Particularisationen der gegebenen Curve, auch solche Ellipsen ge- 
ben, welche mit der Curve in unendlicher Entfernung einen imaginären vier- bis »puncti- 
gen Doppel-Contact haben. 

Das Maass der Annäherung einer Curve an eine imaginäre Asymptote ist offenbar ima- 
ginär. Wenn es für zwei zusammengehörige imaginäre Asymptoten gleich ist, das heisst 
wenn es eii\e dreipunctig osculirende elliptische Doppel - Asymptote gibt , so nimmt der Aus- 
druck fttr dasselbe die Form k/'— 1 an und , für verschiedene solche Fälle , können wir das 
Maass für die Annäherung auf reelle Weise vergleichen. Es ist dem reciproken Werthe des 
Inhaltes der dreipunctig osculirenden elliptischen Asymptote proportional ; denn dieser Inhalt 
ist, wie man leicht sieht, gleich dem früher durch J bezeichneten reciproken Werthe der 
Annäherung, multiplicirt mit 4;r/— 1, indem wir die Ludolph^sche Zahl mit n bezeichnen. 

Dm die Uebertragung früherer Resultate von hyperbolischen Asymptoten auf elliptische 
an einem einzigen Beispiele zu zeigen, wähle ich den Satz der 64. Nummer, aus dem un- 
mittelbar der folgende fliesst 

Wenn eine Curve der ».Ordnung (n— 2) reelle osculirende geradlinige 
Asymptoten hat, so gibt es immer, wenn die beiden ttbrigeji Asymptoten 
imaginär sind, eine Ellipse, welche mit der Curve, auf einer unendlich 
weit entfernten geraden Linie, einen imaginären dreipunctigen Doppel- 
Contact hat « . 

Es versteht sich , dass diese Ellipse auch imaginär sem und auch auf einen Punct sich 
reduciren kann. 

80. Auch wenn wir mehrere elliptische Asymptoten zugleich betrachten, erhalten wir 
Resultate, die den frühem ganz analog sind. Die reellen Asymptoten einer Curve der n. 
Ordnung sind immer in solcher Anzahl m vorhanden, dass (n— m) eine gerade Zahl ist und 

dann gibt es "" vollkommen bestimmte Punete, welche die Mittelpuncte Von eben so vielen 

SS 

Gruppen unter sich ähnlicher und ähnlich liegender elliptischen Asymptoten sind und deren jede 
die Curve nur in 2(it— 2) Puncten schneidet Verschiebt man eine solche Ellipse, ohne dass 
sie sich dreht, so schneidet sie die Curve in jeder ihrer Lagen immer nur noch in 2(ii— 1) 

Puncten. Wenn man in jeder der obigen Gruppen von Ellipsen eine derselben beliebig 

m 

auswählt, so schneidet das System solcher ^-^- Ellipsen und der m geradlinigen Asymptoten 

die Curve im Allgemeinen in solchen ii(ii— 2) Puncten , welche alle auf dem Umfange einer 
Curve der (n— 2). Ordnung liegen. Man kann hierbei auch die m geradlinigen Asymptoten 
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paarweise zusanimennebmen und dann an die Stelle jedes Paares Asymptoten dne beliebige 
Hyperbel setzen , welche diese Asymptoten auch zu den ihrigen hat. — 

ParabolUielfte AsymptoieB« ' 

81. Wenn wir die allgemeine Gleichung der Cürven n, Ordnung unter der nachste- 
henden Form schreiben : 

ß,ß'n— j + ^Sla^z = o, 

so tritt ein Kegelschnitt, dessen Gleichung 

A = 0, 
als Doppel - As)inptote der Curve in Evidenz. Die letzte Gleichung können wir , indem wir 
von Vorne herein zwei lineare Functionen y und x willktthrlich annehmen , in die folgende 
entwickeln : y^ + 2axy + ßx^ + 2yy 4- 2(Ji 4- « = o , 

wonach alsdann der fragliche Kegelschnitt einzig von den fünf Constanten a^ ß, y^ S und tf 
abhangt Die beiden Asymptoten dieses Kegelschnittes sind zugleich zwei Asymptoten der 
Curve ; ändern wir den Kegelschnitt , indem wir den obigen fünf Constanten andere Werthe 
beilegen , so ändern sich , im Allgemeinen , die beiden Asymptoten des Kegelschnittes und so- 
mit auch zwei Asymptoten der Curve n. Ordnung. Diese Aenderung hat, wenn die Functio- 
nen Si'a^2 und fii^B^z unverändert dieselben bleiben , auf die Natur der übrigen unendlichen 
Zweige der Curve durchaus keinen Einfluss , und , unbekümmert um diese , können wir und 
auf die Betrachtung derjenigen unendlichen Zweige , welche der Doppel - Asymptote i^^ sich 
annähern , beschränken. 

Wenn durch eine schickliche Constanten -Bestimmung, indem der Werth des Ausdruck« 
(a^^ß) der ursprünglich positiv war, negativ wird, der Kegelschnitt von einer Hyperbel in eine 
Ellipse übergeht, so werden die beiden gemeinschaftlichen Asymptoten, die ursprünglich reell 
waren, nun imaginär. Denken wir uns die Constanten-Aenderung als eine continuirliche, so 
muss die entsprechende continuirliche Form - Aenderung des Kegelschnittes von der Art sein, 
dass,' indem der Werth des Ausdrucks (a^—ß) verschwindet, der Kegelschnitt durch eine 
Parabel hindurchgeht, in diesem Uebergangsfalle sind die beiden gemeinschaftlichen Asym- 
ptoten unendlich weit gerückt und sind in unendlicher Entfernung als parallel zu betrach- 
ten. Es gibt also im engern Sinne keine geradlinigen Asymptoten und an die Stelle der 
hyperbolischen oder elliptischen ist eine parabolische Asymptote getreten. 

Um eine klare Anschauung von parabolischen Zweigen einer Curve zu erhalten, brauchen 
wir bloss den Uebergang von einer hyperbolischen zu einer elliptischen Asymptote auf irgend 
eine Weise näher festzustellen, etwa dadurch, dass dieselben alle einen gemeinschaftlichen Brenn- 
punct und einen gemeinschaftliehen Scheitel behalten. Nähert sicJi alsdann der diesem Brennpuncte 
entsprechende Hyperbelzweig einer Parabel, so nähert sich die Richtung der beiden Asymptoten im- 
mer mehr der Richtung der Axe, während sie selbst immer weiter sich entfernen. Derjenige Asym- 
ptoten- WiniLel, welcher den andern Hyperbelzweig umschliesst, rückt dadurch, zugleich mit diesem, 
und den an demselben sich ins Unendliche hinziehenden Zweigen der Curve immer weiter bis, 
für den Fall der Parabel , diese Zweige sich im Unendlichen verloren haben. Hier sind also 
die an einer hyperbolischen Asymptote sich hinziehenden unendlichen Zweige der Curve halb 
verschwunden , in der Art , dass , bei dem Uebergange von zwei reellen zu zwei imaginären 
Asymptoten, an jede Asyinptote nicht mehr nach der zwiefachen, sondern nur nach einer 
Erstreckung derselben , die Curve sich hinzieht ; bis sie auch die beiden letzten unendlichen 
Zweige verliert, und elliptische Asymptoten erhält. 
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Wenn wir bloss der Constanten « einen andern beliebigen Werth beilegen, behält der 
neue Kegelschnitt (S) , wie die neue Curve n. Ordnung (1), die beiden ursprünglichen Asym- 
ptoten. Der neue Kegelschnitt bleibt hierbei aber auch immer noch eine Doppel - As}inptote 
der ursprünglichen Curve (1) ^ denn wir können , ohne weder die Gleichung (1) , noch auch 
die Form diesei; Gleichung au ttadem , den Coefficienten £ um irgend eine beliebige Grösse e 
wachsen lassmi; wir brauchen dann bl^ss fißa-^i durch 

/iß„_, — «i?^, = flu] 
zu ersetzen. Diese WUlkflhrlichkeit in der Annahme von s ist unabhängig von der Art des 
Kegelschnittes; dieser behält 'immer als Doppel -Asymptote der Curve (1) eine überzählige* 
Constante und , so wie es in dem Falle zweier reellen Asymptoten unendlich viele hyperbo- 
lische und in dem Falle zweier imaginären Asymptoten unendlich viele (theils reelle » theils 
imaginäre) elliptische Doppel - Asymptoten gibt , so bedingt die Existenz einer parabolischen 
Asymptote unendlich viele solcher Asymptoten. Die vorstehenden Erörterungen zeigen, dasft 
alle diese parabolischen Asymptoten -eine gemeinsame Axe und gleichen Parameter haben, 
und dass man also dieselben alle erhält, wenn man eine derselben, ohne sie zu drehen, 
nach der gemeinsamen Axen - Richtung sich fortbewegen lässt. 

82, Um die parabolischen Asymptoten in der Gleichung der Curve n. Ordnung in Evi- 
denz zu bringen, wollen wir 

ßj = P' + H 
setzen. Indem wir alsdann , was unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist , die Funcfibn 

i?n— 3 mit @n-4 vertauschen , geht diese Gleichung in die folgende über : 

(pM-^q)0n-.a + /UJ2||^s = 0. • 

Diese Gleichung enthält noch zwei überzählige Coustanten. Von diesen rührt eine daher, 
dass man überhaupt ein und dieselbe Parabel auf unendlichmalige Weise durch eine Gleichung 
von der obigen Form darstellen kani^, und diese Constante kommt daher ausschliesslich auf 
den Factor (pM-Aq). Die andere wird nach der vorigen Nummer dadurch bedingt, dass die 
parabolischen Asymptoten der Curve nothwendig in unendlicher Anzahl vorhanden sind, und 
fällt, daher, durch eine Particularisation derselben, aus der Gleichung der Curve aus. 
Was die erste dieser beiden Constanten betrifft, so kommt 

p2 + iq s p^ + X'q , 
wenn wir die beiden neuen linearen Functionen p' und X'q dadurch bestimmen, dass wir 

psp+/?, Vq=Xq + yp4-*^ 

setzen, und hierbei die drei Constanten /?, y und S so bestimmen, dass sie den beiden fol- 
genden . Gleichungen Genfige thun : 

/Ji + * = o, 2ß -f /i* = 0. 

Wir können zu diesem Ende, damit zugleich die Bestimmung der beiden übrigen Constanten 
linear bleibe ß (oder auch ^) willkührlich annehmen. Wir werden hiernach in dem Folgen- 
d(^n auf einen Factor von der Form (pM-^lq) nur vier , das heisst so viele Constantb rech- 
nen , als zur Bestimmung einer Parabel nothwendig sind. Ueberdiess wollen wir der Kürze 
Wegen einen Factor von der obigen Form durch das Symbol Tl bezeichnen, und zur Unter- 
scheidung verschiedener Factoren von derselben Form , diesem Symbol Marken beifügen. 

83. Um die zweite überzählige Constante aus der Gleichung der Curve, die nun die 
folgende sei , //'0o-. + /uft,-., ^ o , (1) 
fortzuschalEen , wollen wir, durch Einführung einer wiilkührlichen neuen Constante i^ diese 
Gleichung zunächst a«f nachstehende Weise schreiben : 

(il-fiT)©^ + (^ß„.,-J0.«,) = 0,^ 
und dann, was immer auf einzige Weise möglich ist, die eingeführte Constante ^ so 
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bestimmen ) dass 

wobei p eine von JI' abhän^ge lineare Function bedeutet Wenn wir hiernach 

JI + * = il 
setzen , entspricht JZ einer , durch ihre besondere Beziehung zur Curre der n. Ordnung voll- 
kommen bestimmte Parabel, und dann geht die Gleichung dieser Curve in die folgende über: 

J10„-a + (>(p+«)0ii-3 + oß„-4 = »• (2) 

Diese Gleichung enthält die nothwendigen und hinreichenden [ — - — ^ ^ ) » 






2 
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ander unabhängigen Constanten. Wir können sie für die allgemeine Gleichung der 
Curven n. Ordnung mit parabolischen Asymptoten nehmen^ und, als solche, 
sie allen aUgemeinen Untersuchungen ttber solche Curven zu Grunde legen. 

Jede der unendlich vielen parabolischen Asymptoten, von welchen eine in der FWction 
IV der Gleichung (1) in Evidenz tritt, schneidet die Cnrve n. Ordnung nur in 2(ii— 2) 
Puncten, weil vier Durchschnitts -Puncte, dem asymptotischen Character derselben zu Folge, 
unendlich weit liegen. Von den , im Allgemeinen , nicht unendlich weit entfernten Durch- 
schnittspuncten , welche zugleich auf dem Umfange einer Curve der (n— 2). Ordnung liegen, 
ist in dem Falle der Parabel 11 noch einer unendlich weit gerückt. Denn die Gleichung 

Jl =0 

redudrt die allgemeine Gleichung (2) auf 

p(p-fa)0n-3 + ofln-4 = <>• 

Diese Gleichung stellt eine Curve der (n — 2). Ordnung dar, welche eine solche As3rmptote 
bat, die der Durchmesser - Richtung der parabolischen Asymptoten parallel isf und welche 
somit die Parabel nur in (2n— 5) Puncten schneidet, weil nach der eben bezeichneten Rich- 
tung, ein Durchschnittspunct unendlich weit' liegt Wir werden die hierdurch näher chara- 
eterisirte Parabel eine die Curve in unendlicher Entfernung fünfpunctig os. 
culirende, oder im Allgemeinen kurz, die osculirende parabolische Asym- 
ptote nennen. Curven mit parabolischen Zweigen haben also unter ihi'en unendlich 
vielen parabolischen Asymptoten immer eine einzige und vollkommen bestimmte, fiinf-^ 
punctig osculirende. 

84. Im Allgemeinen hat eine Curve mit parabolischen Zweigen keine mehr als fünf- 
punctig osculirende Parabel ; bei parabolischen Curven der n. Ordnung von besonderer Art 
kann indess die Ordnung der Osculation bis zu einer 2fipunctigen ansteigen. Die Anzahl 
der Constanten reducirt sich von Neuem um Eins für jede steigende Einheit in der Ordnung 
des Contactes. 

Wir wollen zuvörderst die Curven der vierten Ordnung betrachten. Die Gleichung 
dieser Curven, in welcher aus der Gruppe der unendlich vielen parabolischen Asymptoten 
irgend eine , JI' , in Evidenz tritt ; ist die folgende : 

n'&, + fiQ, = o. (1) 

Damit IT in die fünfpunctig osculirende Parabel 11 ttbergehe, muss die Function ßi sidi so 
particularisiren , dass die Gleichung der Curve in die nachstehende übergeht: 

^02 + /'[(p+«)r + /J] = o. (2) 

Dadurch ist aus der Gleichung (1) die überzählige Constante verschwunden und die neue 
Gleichung (2) enthält die gerade nothwendige Anzahl von Constanten , nemlich 18. Die 
Curve Jß^ ist hier nothwendig eine Hyperbel, deren eine Asymptote der Durchmesser- 
Richtung der parabolischen Asymptoten parallel ist, wonach sie die Parabel il nur in drei 
Puncten schneidet 
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Wenn die Function JQj Ach weiter particularisirt , so dass der btJBtigltche Kej^Is^hnitt 
von der Parabel il nur noch in zwei Puncten geschnitten wjrd , m particularisirt sich zu- 
gleich die Curve der it. Ordnung. Eine sechspunct^g osculirende Parabel vertritt als- 
dailn, unter unendliefa vielen vierpunctig osculirenden, die Stelle der fttflfjjuiielig' oaculirenden 
Parabel, In der gemachten Voraussetzung muss dfe Function S^ , wenn JI verschwindet; 
auf den ersten Grad sich reduciron, was folgende identische Glei^ung bedingt: 

Hiernach ist die allgemeine Gleichung solcher Cvrven vierter Ordnung , welche eine sechs- 
punctig osculirende parabolische Asymptote haben , die folgende mit 12 Conttanten : 

n{0,+X) + (»s =: 0. (8) 

Die beiden einzigen noch übrigen Durchschnitte der Curv6 mit ihrer parabolischen Asym- 
ptote J7 fiegen auf der geraden Linie S; soll auch einer von die^eii beiden Durchsc^mtts- 
puncten noch unendlich weit rüsken , so muss die Linie S ein Durdimesser der Parabel Jl 
werden! Diess fordert : s s p -f o. 

Wenn also die mehr als vierpunctig osculirende Parabel eine sieben punctig osculirende sein 
soll y so enthalt die aUgemeine Gleichng der so particularisirten Curve vierter Ordnung nur 
11 Constanten und wird die folgende: 

n(@M) + P(P+«) = o. (4) 

Wenn endlich die Ordnung der Osculation der Curve und der Parabel iZ zu einer acht- 

punctigen y und also , weil eine Curve der 4. und eine Curve der 2. Ordnung sich ttberhaupt 
nur in acht Püncten schneiden können, der höchstmöglichen ^ ansieigen soll, so reducirt sich 
die Anzahl der Constanten auf 10 , und wir erhalten die nachstehende Form : 

Tlie^^X) -4-> = o. (6) 

Weil y beim Uebergange von der Gleichung (2) zir der Gleichung <3) ^ Von der Glei- 
chung' (3) zu der Gleichung (4) und von dieser Gleichung zur Gleichung (5) , jedesmal nur 
eine einzige Constante ausgefallen ist, und diese verschiedenen Gleichungen also dir 
a 1 1 g e m ei n e n fttr die oben namhaft gemachten PartiodarisatiOtten der Curven vierter Ord- 
nung sind, so ist, was die Form dieser Gleichungen aussagt, eine nothweadige Folge 
dieser Particularisationen. Hieniach zeigt, zum Bei^iel» die Gleichung (3) dass, 
wenn eine Curve vierter Ordnung mit parabolischen Asymptoten, von der Art ist, dass unter 
diesen eine sechspunctig osculirende Parabel sich befindet, es neben dieser Parabel immer 
noch einen zweiten Kegelschnitt: ^2 + ^ » o, 

gibt, welcher mit derselben Curve in unendlicher Entfernung einen dreipunctigen Doppel- 
Contact hat , und dass alsdann das System dieser beiden Kegelschnitte die Curve in solchen 
vier Puncten schneidet , welche in geralder Linie (S) liegen. Diese gerade Linie , wird nach 
der Form der Gleichung (4), der Durchmesser- Richtung der paraboliidien Asymptoten pa- 
rallel, wenn unter diesen sich eine siebenpunctig osculirende befindet Wenn endlich eine 
achtpunctig oscnlirende parabolische Asymptote vorhanden ist, so gibt es neben derselben, 
nach der Gleichung (&), immer noch einen Kegelschnitt, weither mit der Curve in unendli- 
cher Entfernung einen vierpunctigen Doppel -Contact hat. 

85. Für Curven der 5r Ordnung ergeben sich Gleichungen von folgenden Formen: 

Ä0S + M(p-f«)rs + ptl =« 0^ (1) 

12(03-4- iu) -f /iß, « 0, (2> 

/l(0$-f Au) -4- M(P+«)» + 9] =»0j (3) 

J2(Ö3-h Au) ^ fig^ o, (4) 

iZ(©3> Au) + /«(p-Hi) = , (5) 

J1(0, -h Au) + fi « 0. (6) 

10 
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Die Gleicliiiii; (1) ist die allgemeine Gleichung der Cunren & Ordnung mit paraboKseheB 

Asymptoten, *sie enthält 



2 



— 1 = 19 Constanten und es tritt in ihr II als die fünf- 



punetig osculirende, Parabel in Evidenz. In den sich schrittweise abstufenden besondern Fäl- 
len der Gleichungen (2) bis (6) steigt die Ordnung der Osculatiun allmählig an, während 
die Anzahl der nothwendigen Constanten von 18 bis auf 14 heruntersin^t Die Gleichungen 
(2) und (3)haben , indem wir nach dem Frühem auf il nur 4 Constanteu rechnen , bezüg- 
lich 19 und 18, also eine Constante zu viel. Diese wird dadurch hervorgerufen, dass eine 
sechs- und siehanpunctig osculirende Parabel nach der Form der entsprechenden Gleichungen 
dne Curve der dritten Ordnung: 

©5 + Xu =55 o, 

bedingt, welche auf jeder ihrer Asymptoten die fragliche Curve & Ordnung drdpunctig 
osculirt und dann eine solche Curve unendlich viele andere von gleicher Beziehung snir Curve. 
(71). Diese Curven haben alle dieselben drei Asymptoten, und schneiden dieselben immer, 
so , dass die gerade Linie U , welche die jedesmaligen drei l)urdischnittspuncle verbindet, 
dietKelbe Richtung behält. In Uebereinstimmung hiermit können wir , ohne die Gleichung (2) 
irgend zu ändern, Xn mit A(u+x) und zugleich fiiij mit (/täi — Xxll) vertauschen, und dann, 
durch schickliche Bestimmung von x, die überzählige Constante ausfallen lassen. Die Glei- 
chungen (4), (6) und (6), in welchen FL als acht«, neun- und zehnpnnctig osculirende 
'Parabel in Evidenz tritt , enthalten wiedermn die nothwendige und hinreichende Anzahl von 
Constanten , um die allgemeinen Gleichungen für Curven der bezüglichen Art zu sein. 

Die Gleichung il@3 + /aQ^ =2 

zeigt, dass alle nicht unendlich weit entfernte Puncto, b welche die Curve 5. Ordnung von 
irgend einer nerpunctig osculirenden parabolischen und den, dem Factor 63 entsprechenden, 
Asymptoten geschnitten wird , auf einer Curve dritter Ordnung liegen. Diese Curve £2$ par^ 
ticularisirt sich, von dem Falle der Gleichung (1) aus, durch die Fälle der folgenden Glei- 
chungen hindurch, so, dass erstens P einer Asymptote dieser Curve parallel wird, dass 
zweitens diese Curve parabolische Asymptoten mit derselben Durchmesser - Richtung als 
die Curve 5. Ordnung hat, dass drittens die parabolischen Asymptoten der genannten bil- 
den Curven auch gleichen Parameter haben, dass viertens dieselbe Gruppe unendlich vie- 
ler parabolischer Asymptoten beiden Curven angehört, dass fünftens unter diesen unend- 
lich vielen parabolischen Asymptoten ein und dieselbe diejenige is|, welche beide Curven 
fttnf^^unctig osculirt, dass sechstens die Ordnung dieser Osculation zu einer sechspuncti- 
gen ansteigt 

Auf demselben Wege könnten wir zu analogen Betrachtungen über Curven der 6. nnd 
hohem Ordnungen ftrtschreiten. Do^ wir wenden uns sogleich zu itm allgemeinen Form- 
Bestimmungen. 

86. Die allgemeine Function der n. Ordnung muss' sich/ wenn die bezügliche Curve 
eine Smpmictig osculirende Panabel Jl haben soll, durch das Verschwindoi von JI auf den 
(n—m). Grad redueiren. Hierdurch wird die Form der nachstehenden identischen Gleichung 1 
bedingt : fl^ = ilfl^^ + fiX?«^. 

Diese Form schliesst, im Allgemeinen, überzählige Constmiten ein, weil wir zu i2n— « eine 
willkührliche Function ^ßa^-m^» addiren können, und dann bloss, damit die vorstehende 
Gleichung wiverändert bleibe , die Function fin— » durch eine andere gehörig bestimmte der- 
selben Ordnung zu ersetzen brauchen, wobei alsdann die Form des zweiten Theiles der vor- 
stehenden identischen Gleichung sich keinesweges ändert. Die Anzahl der Constanten dem- 
selben beträgt , indem wir vier auf H rechnen : 
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5+ 5 +-•— ä" ' 

uod redvdrt tick' diirdi die AniaU der wiUkilirliebea Consümtoi der FimcliOB ^ % m j mn 

» ^ ■ ■ -t- 1 

Einheiten, nemlich auf: ( « — — ^) — (*«—&), 

also auf die notbwendige und hinreickende Anzahl von Gonstanten Air solche Curven der n. 
Ordnung, welche unendlich viele parabolischen Asymptoten and unter diesen eine Smpunctig 
oscnlirende haben. 

Wenn m eine gerade Zahl 2m' bedeutet , so kOnnmi wir, indem wir Hier alle will, 
kflhrlichen Constanten der Function ^Qa^xar^ gekttrig disponinen , 

setsen ^ und erhalten alsdann die folgende allgemeine Gleiehung mit der notwendigen An« 
0ahl voa Constanten ^- in welcher JZ als 4m'punctig osculirende parabolische Asymptote in 
Bvidens tritt: J2[^»-4 + «©«-4+ • • +/©«-«] + ^fln_„ = 0. (1) 

Wenn der Contact ein (4m'+l)punctiger wird, so wird dadurch bedingt » dass 

und folglich ergibt sidi alsdann für die allgemeine Qkichong, in welcher die Anzahl der 
Constanten um eine Einheit sich vermindert hat: 

J2I0n-2 + a0B-.4 + • • +r0n-»l + il4(p+«)0n-ni-, + *i2n-»-J *= O. (2) 

Wen der Contact mi einem 2(m+l)punctigen ansteigt » so ergibt sich die identische 
Bedingungs . ffleichmig : 

liSK-^m S (Jl+Xr)©«-«-* + ofla^m-2 , 

wobei wir die lineare Function r um eine wilftührliche Constante wachsen lassen können^ 
ohne weder die Gleichung der Curve selbst , nodi ihre Form au indem. In folgendem Aus- 
druck ist die hierdurch angezeigte überatthlige Constante ausgefallen : 

flßn-m S ^«(i2-fxr)©n^«-a + o(p+a)0ii-iD-3 + Tßn-m-4 

und somit erhält man für die Gleichung der Curve : 

JI[0a_a-|-«0|.-4+ • ' +y0n-iii+^«-.»-» ] + Ar©«-,«-, + o(p+a)0a.^..34'f X^h-»^ =0. (3) 

Wenn letztlich der Contact in einen (4m'+8)punetigen flbergeht, ist 

wonach die Gleichmig der Curve folgende Form mit der noüiwendigcii ind hinreichenden 
Constanten« Anzahl annimmt: 

i^I0n-a + a0n«.4 + . + y©!,-« + /iön-tn-al + ACp+ö)©»-«-. » + afltt-«-3 «=. 0. — (4) 

87. Wir wollen , ähnlich wie wir frtiher die Annäherung einer Curve an geradlinige 
AsymptoHn bestimmt haben, nun das Maass der Annäherung an parabolische 
Asymptoten bestimmen. 

Der Werth der Function 77 s p^ + Aq bleibt , wemi dieselbe auf einen gegebenen Punct 
bezogen wird , für jede Bestimmung der tibk^nsahligen Constanten , die sie einschliesst , die. 
selbe. Wir wollen , zum BcAuf der Construction dieses Werthes , die überzählige Constante 
so bestimmen, dass p der Axe der Parabel und q der Tangente im Scheitel dieser Axe ent-^ 
spricht und dass überdiess diese beiden linearen Functionen kürzeste Abstände von den be- 
aüglichen geraden Linien bedeuten. Wenn wir dann durch den gegebenen Punct einerseita 
eine gerade Lhiie parallel mit der Axe der bezüglichen Parabel Jl legen und den Abstand 
dieses Punctes von dem einzigen Durchschnitte mit der Parabel 9 nennen, mMl andrerseitB 
eifie zwefte gerade Linie durch den gegebenen Punct , senkrecht gegen die Durchmesser* 
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Richtung^ der Parabel, zielieo, welche die Parabel in zwei Pvncteii schneidet, deren Abstände 

von dem gegebenen Puncte wir durch & und (2p-^9) darstellen können , indem wir 9^ fiär 

den kleinern Abstand nehmen', so erhalten wir die nachstehende doppelte Glekhung: 

n ^IS ^ *(2p— *). 

d- 
Diese Gleichung zeigt , dass , bei wachsendem Werthe von p ^ der Quotient j sich - immer 

mehr der Gränze Null nähert Wenn wir also die Parabel J7, parallel mit sich selbst, nach 
der Richtung ihrer Durchmesser um eine Strecke i verifehieben, und auf der Parabel in ihrer 
neuen Lage ein Punct alsdann immer weiter fortrückt, so nähert sich der diesem Puncte ent« 
sprechende Werth von d^ immer mehr der Gränze Null. Darum bleibt eine Parabel bei jeder 
solchen Verschiebung ihre eigene Asymptote und darum hat eine Curve, wenn sie ttbeiftaupt 
eine parabolische Asymptote hat, deren unendlieh viele. Für den unendlich weit ent- 
fernten Punct ist d' ein unendlich Kleines von der Ordnung |, denn einerseits ist jene 
Entfernung ein unendlich Grosses von derselben Ordnung als q und andrerseits q von der- 
selben Ordnung als p^, also p ein unendlich Grosses von der Ordnung |. 

Wir wollen, für immer weiter sich entfernende Puncte, den reciproken Werth von i 
das Maass der Annäherung an die Parabel II nach der Richtung ihrer 
Durchmesser und den reciproken Werth von 9- das absolute Maass der Annä- 
herung an die Parabel JZ nennen. Zur Rechtfertigung der letzten Benennung ist es 
gut zu bemerken, dass, für einen immer weiter sidi entfernenden Punct, ^als kürzesten 
Abstand von der Parabel 12 zu betrachten ist. 

Wenn die Annäherung nach, der Durchmesser • Richtung für die Puncte eines an die 
Parabel JI sich hinziehenden Curven-Zweiges unendlich gross , also S unendlich klein wird^ 
so ist die absolute Annäherung an die Parabel H ein unendlich Grosses und also 9 ein un- 
endlich Kleines von einer Ordnung, die um eine halbe Einheit gestiegen ist Es folgt dieso 
unmittelbar aus der vorstehenden Doppel - Gleichung , aus welcher, nach erlaubten Vemach« 
lässigungen, * = |i.j = + |.V?^.J 

sich ergibt. * 

8&. ^enn wir hiemadi ^ine Curve mit parabolischen Asymptoten durch folgende Glei- 
chung mit überzähligen Gonstanten dantellen: 

-Hß« + fiOn.^ « o , (1) 

in welcher JI als Smpunctig osculirende Parabel in Evidenz tritt, so fcommt, indem wir 
Alles auf einen beliebigen Punct der fraglichen Curve beziehe]^: 

Wenn dieser Punct auf einem an die Parabel J2 sich hinziehenden Zweig dieser Cutve immer 
weiter fortrückt und wir iia-^ und i2a>a, für einen Augenblipk, als Functionen von p und 
4 ansehen in welchen die Goeffidenten der höchsten Potenzen von q gleich Eins sind ,- und 
dann p gegen q und niedere Potenzen von q gefen höhere vernachlässigen, so redudrt sich 
die letzte Gleichung auf JI ^ — /uq-C*"*^) 



und hieraus ergibt sich: 



J = - ^.q-(«*^) 



w 



Diese Gleichung zeigt, wie zu erwarten stand, dass B'enn JI, indem wir m»S nehoieiiy.eine 
der unendlich vielen nicht osculirenden paraboUschen Asymptoten ist, i immer eine endliche 
Grösse ist; dftss ab^ wenn in besondern Fällen »> 2, und JI eine 2»ipunctig< osculirende 
parabolische Asymptote i^t, i ein unendlich Kleines der (m — 2). Ordnung wird. Die Gleichung 
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fl) niiiss sith , wenn il in eine (Sm+l)pnnctig oseulirende Pnrabd Hberg^n* siril^. anF foU 
genie Wvist particularisiren.. 

Dann inden wir, nach erlari>ten Vernachlässigungen: 

J == ^=_ e .p,-(-) := ± ±r±^-i-i). (3) 

Fflr^die , dem allgenRinen Falle , dass m=2 , entsprecheifde , flinfpunctig oscuKrende Parabel 
ist 9 ein unendlich Kleine von der Ordnung |, was mit der vorigen Nummer in Uebereinv 
Stimmung ist 

Hlr können die beiden Gleichungen (2) nnd (3) in eine einzige zusammemiejwny wenn, 
indem wir durch K eine beliebige gerade oder ungerade Zahl bezeichnen, die Ordnung Aei 
Annäheivg der Curve an eine ftpunctig oscuUrende parabolische Asymptote, nach der Durch- 
messer - Richtung , durch die nachstehende Gleichung, in der x eine Constante bezeichnet, 
ausdrOcken ; i = xq-Kh-«)^ (4) 

Nach der vorigen Nummer erhalten wir aus dem Maasse der Annäherung einor Oarve 
an eine parabolische Asymptote, nach der Durchmesser - Richtung , sogleich das aksolule 
flbass der Annäherung. Zunächst gehen aus den beiden Gleichu|igen (2) und (3) die fol- 
genden beiden hervor 

2p 2p ^ t^ii ^^ ' 

und diese btfden Gldchungen fcttnnen wir in die folgende zusammenziehen: 

9 = xq-(|h-i). • (5) 

80. Wenn der Conta^ einer bdiebigen Curve und einer Hyperbel nach der Richtung 
einer gemeinschaftlichen Asymptote von einem hpunctigcn zu einem (i^l)funGtigen ansteigt, 
so sdittcidet die Curve die Hyperbel in einem Puncte uwniger und die Ordnung der Annähe- 
rung des an jener Asymptote sich hinziehenden Hyperbel- und Curven» Zweiges stiigt ' um 
eine Einheit. Wenn eine parabolische Asymptote einer Curve diese in einem Puncte weni- 
ger schneidet , weil ein neuer Durchschnittspunct unendlich w«t gerttckt ist , so steigt die 
Ordnung der Annäherung der Curve an jeden der beiden Parabel - Zweige um eine halbe 
Einheit : es t heilen sich gleichsam diese beiden Parabel- Zweige in den unendlich weit ge- 
rückten Punct 

Wenn K eine gerade Zahl bedeutet, so erhalten wir aus den Gleichungen (i) und (5), 
demselben immer wachsenden Werth von if entsprechend, für 3 einien einzigen Werth und 
für ^ zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe ; wenn h eine ungerade Zahl bedeutet, ver- 
hält es sich umgekehrt, der Werth für (f ist ein doppelter, der Werth für 9 ein einziger. 
Hieraus folgt, dass, wenn h gerade ist, weit genug entfernte Puncte der baden parabolischen 
Zweige der Curve , welche an den beiden Zweigen der hpunctig osculirenden Tarabel sich 
hinziehen, entweder beidesmal innerhalb oder beidesmal ausserhalb dieser Parabel liegen; 
dass aber, wenn & ungerade ist, ein unendlicher Zweig inneihalb und der andere ausserhalb 
der Parabel liegt Nehmen wir insbesondere eine der unendlich vielen niiht osculirenden 
parabolischen Asymptoten , so liegen hiemach beide Zweige entweder innerhalb oder beide 
ausserhalb. Wir wollen hier voraussetzen, dass beide Zweige ausserhalb liegen und dann 
die Parabel, ohne sie zu dr^en, nach der Durchmesser-Richtung so fortrücken, dass sie den 
parabolischen Zweigen der Curve sich nähert Hierbei bleibt sie, in allen, ihren Lagen, eine 
^Asymptote ier Curve und wir griangen dann zu einer vollkommen bestimmten Gränz-LagCi 
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wo*" de in eine f^nffsrndig osodirende flberf eht in dieser Giinx-I^e liegt ein ttnendUcker 
2wcig sehen ganz innerhalb und der andere noch ausserhalb der parabolis^en AnyuQlete. 
lieber diese Grflnz - Lage hinansgerfickt , umschliesst die Parabel beide nnendliche Zweige. 
Vor dieser Grän2*Lage liegt der erste parabolische Zweig dev Cunre ihr (wie naa kichl 
sieht y nm ein unendlich Kleines von der Ordnung |) naher ab der sweite ; Aber die Gränx- 
lage hinaus, liegt der zweite Zweig ihr näher als der erste. Wenn, in besondem Fällen, 
die finfpunctig osculirende parabolibehe Asymptote durch irgend eine nngeradpunctig ooc«li« 
rende ersetst wird, so ändert sidk hierin nichts, ausser dass, in der Gräns-Lage, der Con- 
tact ein innigerer ist und hiemach die Differenz in der Annäherung der beiden paraboüsciifii 
Zweige an irgend eine ihrer uncndlieh vielen gemeinst^aftlichen Asymptoten ein unendlich 
Kleines von höherer Ordnung wird. Wenn aber eine geradpunctig osculirende parabolische 
Asymptote die füni^nnctig osculirende vertritt , so treten bei der Gränz - Lage die faraboU- 
schen Zweige der Curve beide zugleich in Ae Parabel hinein. Die Annäherung der bei- 
den parabolischen Zweige an eine beliebige ihrer gemeinschaftlichen, nicht oscaUrenden 
Asymptoten, ist alsdann nur um ein unendlich Kleines der ersten oder einer hdhem Ordnung 
verschledeD. — 

90. Eine Curve der n. Ordnung hat, neben ihrer parabolischen Asymptote, im Allgemcs- 
nen, noch (it~2) geradlinige Asymptoten ; diese können in untergeordneten Fällen, alle oder 
theilweise mit der Curve in unendlicher Entfernung auch einen Contact höherer Ordnung 
haben. Die allgemeinen Gesetze, von welchen dieser abhängt, werden sich sogleich erge*' 
ben , nachdem wir die verschiedenen möglichen Fälle für Curven der 4 und 5. Ordnung zu- 
zammengestellt haben. 

Die folgenden Schemata enthalten die diesen venchiedenen Fällen cBtspreehcnden allge» 
meinen Gleichungen mit der nothwendigen und hinreichenden Anzahl von Constanten. Bei 
jeder Gleichung ist die Ordnung der Osculation für die geradlinigen Asymptoten, wie bisher, 
durch arabische Ziffern, die Ordnung der osculirenden parabolischen Asymptote durdi eine 
römische Ziffer bezeichnet, in der Art, dass die Ziffer V zum Beispid eine fünfpunctigos« 
eulirende Parabel anzeigt. Ceberdiess ist die jeder Oleichui^ nachgesetzte und mit Klam- 
mem umsehlossene Zahl die Anzahl der Constanten. 

A. Curven der 4. Ordnung mit einer fttnfpunctig osculirenden parabolischen Asymptote: 

V 22 " iirs + iU(p+a)u + ^ = o, [131 
. M JIrs + ju(p+aKr4*/}) + X = o , [12] 
. 43 Urs + Kp+a)r 4- ^ = o. [11] 

B. Curven der 4 Ordnung mit einer s echspunctig osculirenden parabolischen Asymptote : 

VI 22 /Jf (rs4-/«) -f Xu « o, [12J 

. 38 J7rB + Xu ^ 0, [U] 

. 43 12x6 + X(r+a) = o. [10] 

C. Curven der 4. Ordnung mit einer sieben pnnctig osculirenden parabolischen Asymptote. 

Vn 22 il(rs+f«) + l(p+«) « o, [11] 

. 33 J2rs + A(p-ha) « o. [10] 

D« Curven der 4. Ordnung mit einer aehtpunctig osoriirenden paraboliadien Asymptote: 

VIII2» il(rB-hu) + X =:r , [10] 

.44 Urs -h A sr o. 19] 

91« Curven der 5. Ordnung. 

A. mit einer fttnfpunctig osculirenden parabolischen Asymptote: 

V 222 Jlrst + iKfp^a)uv «f. Xw » o, fl2] 
• 322 Jlrst + Mp+aXr+i^ + iw * o, [16) 
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V 4M JIrst + ^(p+«)rv + Aw » o , [17) 

. *M iTrst + /t«(p+a)rv -H A(r+i») = o , [lej 

• 83« JIrst + /"(p+a)(r+jJ)(s+y) + ;iw = o , [17] 

• 48« ilret + Kp+a)r(i+/> + Xw « o , [!«] 
. 6W iZpst + Mp+a)r(*+r) + ;i(r+ft « o, jlSJ 
. 4« JIret + Mp+a)» + Aw ss: 0, [15) 

. . MÄ JIiBt -f. A«Cp+a)r8 + Ä(i>f /?) s= o , [14] • 

. *M Jlrat + /i(p+ft)n + A ts 0. [13] 
B. bU dncr flechspimcdf McnlireBileii parabolisehen Asymptote : 

VIÄM JZCratf ^n) + Afli « o , [18]») 

. 8tt J7(r8t+^) + ilils « e, [17] 

• 422 JZ(nt-Htir) + A(r+a)iH-a s o ^ [16] 

• 522 JI(nt4-|ur) + Xni + a'» o^ [16] 
. 833 JInt + UZ, » o, [16] 
. 438 nnt + Arr4-a)a + ff == o, [1$] 

• 538 htst + Ua + ff s= o , [14] 
. 443 JIrst + A(r+ff)(8+/IO + ff« o, [14] 

• 543 JTrst + krCH-ß) + a » o, [13] 
. 553 JIrst + Xrs 4- ff = 0. [12] 

C mit einer siekenponctig osodirendea paraboliscken Asymptote: 

VH 2M • JI(rsH-/uu) + ^-H«)v ff ;= o, [17] ••) 

• 822 Jl(rBtrl-iur) + A(p+a)y ff » o, [16] 

• 428 JlCrstrfjttr) + ^p+a)(r+/f) + ff » o, [15] 
. 522 JlCntfjur) + A(p+o)r + a « ö , [14] 

• 333 JIrst 4- X(p+a)v + a » o , [15] 

• 433 JIrst + A(p+«)(rH-/S) + ff « o, [14] 

• 533 JZrst + X(p->-a)r + ff » o, [13] 
D. mit eiaer achtpunetig osculirenden parabolischen Asymptote: 

VIU 222 JI(ist+/Utt) + Aw =» o, [16] 

. 322 JI(rst+^(r+o)) + Aw = o , [15] 

• 422 n(rst4-^r) + Aw =» o, [14] 

• 522 JI(rBt4/t«r) + A(r+a) =:= o, [13] 
. 333 ilCnt+A«) + Aw = , [14] 
. 444 JIrst + Amt = 0, [13] 

• 544 > JIrst + A(»Hk) == o. [12] 
B. mit eioer aeanpuiGtig osculirenden parabolisdien Asyn^tete: 

IX 222 JI(rs(rfiuu) + A(p4o) «= o, [iQ 

•822 iI(r8Hf<(r+/7)) + A(p-H») »0, [14] 

• 422 JI(rst+^) + A(p4«) «= o, [18] 
. 833 i7(rsN-ja) + A(p+a) = o, [13] 
. 444 JIrst + A<p4-a) = o. [12] 

P* mit einer s e h n punctig^ oscalirenden parabottsclien Asymptote: 

X 222 JI(rst4-^u) + A =: o, [14] 

. 322 il(rst4-/t4(r+a)) + A* « o , [ifl 

') Dies« GUichiing enthält eise überzählige^ nicht mitgerechnete Constante (85). 
**; Auch hier iit eine überzählige Conctantt nicht mitgerecJinet (85). 



* • 
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X 522 /Z(rst+A*t) + X = o, [lf\ 

. 333 12(rst4-iM) + A « 0, [12] 

• -^55 JZrst + ;t « o. • [11] 

92. Auf diesem Wege kdoneii mt obne Schwierigkeit weiter gehen und sowohl die 
Ordnung der Curve al^die Ordnung der Osculation der parabolischen Asymptote beliebig 
ansteigen lassen. Hierbei gelangen wir 2u dem folgenden Resultate, 

Nachdem wir für Curven der n. Ordnimg das Schema fiir alle möglidien Fälle in Be. 
Ziehung auf die verschiedenen Ordnungen für die Annäherung der Curven an ihre n gerad- 
linigen Asymptoten gebildet haben, erhalten wir sogleich ieiS Sehema der mttglichea Fälle, 
in welchen zwei Asymptoten unendlich weit gerückt sind , und durch paraboKscUe Asympto- 
ten vertreten werden. Ist nemlich unter diesen parabolischen Asymptoten die osculirende 
eine 2mpunctig oder (2jn+l)pwictig osculirende, so brauchen wir bloss in dem allgemeinen 
Schema diejenigen Combinationen zu nehmen , in welchen bezüglich das Ziffern - Paar m m 
und m m+1 vorkommt und erhalten alsdann, wenn wir dieses Ziffern -Paar ganz ausser 
Acht lassen, das Schema für die verschiedenen möglichen Fälle, welche, in Beziehung auf 
die Ordnung des Contactes , an die noch übrigen Cn— 2) geradlinigen Asymptoten der Curve 
Statt finden können. 

Es würde, wenn alle verschiedenen FAlIe möglich warfen , die Anzahl derselben der An- 
zahl der Combinationen mit Wiederholungen von (R--1) Elementen zu (n— 2) gleich sein. 
Erstens aber fordern die Syihbole m m und m m+1 , welche be^ügfich die parabolische 
Asymptote vertreten, nach der 28. Nummer gewisse Combinationen rücksichffidi der Ordnung 
des Contactes der geradlinigen Asymptoten, und dann scheiden sich, nach 'der 34. Nummer, 
unmögliche Combinationen unmittelbar aus. (Vergleiche die folgende Nummei). Dann zwei- 
tens aber scheiden sich, nach der 34. Nummer, noch andere Fälle als unmögliche aus, weil 
das, die parabolische Asymptote vertretende Ziffern-Paar mit andern Ziffern zusammengestellt 
unmögliche Combinationen geben iLann. CVergleiche die 94. Nummer). 

93. Wenn eine Curve von einer beliebigen n. Ordnung unter ihren- uiiendlich vielen 
parabolischen As>7nptoten eine nur fünfpunctig osculirende hat, -so bat sie auKerdem, 
wenn überhaupt geradlinige Asymptoten vorhanden sind, unter diesen nothwendig eine 
nicht osculirende. Die übrigen (n— 3) geradlinig» Asymptoten können alle möglichen 
Combinationen, in Beziehung auf die Steigerung der Ordnung des Contactes, darbieten. 
Wir erkennen hierin sogleich , wie die parabolische Asymptote, bei der Bestimmung der ver- 
schiedenen möglichen Fälle , die Stelle des Systems einer gewöhnlichen und einer dreipunctig 
osculirenden geradlinigen Asymptote einnimmt Anszuschliessen von den möglichen Fällen 
sind indess, w^nn 11 grösser als 5 ist , alle diejenigen Combinationen, weiche für sich allein 
schon , nach der 34. Nummer, ala unmögliche sich darstellen^ So zum Beispiel ist, fiir n»=6, 
der dem Symbole V6652 entsprechende Fall, wegen der Cömbination 665, niclit .möglich. 

Abstrahiren wir für einen Augenblick von den hiemach auszuschliessenden Combinatio- 
nen , so eihalten wir überhaupt eine Anzahl von 

Cn— l)n . . . (2n— S) ^1^ 

1.2... (n— 3) 
verschiedenen Fällen , was sieh sogleich ergibt , wenn wir erwägen , däs$ diese Anzähl 13er 
Anzahl aller Combinationen zu (n— 3) der (n — 1) Elemente 2, 3. .n gleich ist. Was die 
auszuschliessenÜeii Fälle betrifft , so wollen wir , indem wir beispielsweise ir<=8 setzen ^ ims 
zur 37. Nummer zurückwenden. Es ergeben sich hier 

6.7 ^ 7^ . 
1 . 2 "" 1 . 2 



1 + 6 + 
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immdgliche Fälle , welche besttglich den das Unmögliche bedingenden Combinationen 88887, 
8887 und 887 entsprechen, ferner 3(1+5), welche den sechs letzten Combinationen der er- 
sten Vertical-Columne, und endlich 3^, welche den neun letsten Combinationen der zweiten 
Vertical • Columne entsprechen, also zusammen 

J-i-l + 3 . 6 + 3^ = 55. 

Fär einen beliebigen Werth von n ergibt sich, wie man bald erkennt, und ganz auf glei- 
che Weise, wie wir zu dem ersten Ausdruck auf der 33. Seite gekommen sind: 

(n — 1)» . . . (211— 8) (ii--2)(ii~l) , . ■ (2n— 10) 

1.2... (»—6) ■*" 1.2 ... (Ji— 7) "^ 

+ -^""^ T-^ + 3-7.6 + 3""«. (2) 

Wenn die Curve eine sechspunctig osculirende parabolische Asymptote hat, so 
hat sie ausserdem entweder zwei oder keine nicht osculirenden geradlinigen Asymptoten 
und in dem letztgenannten Falle immer eine dreipunctig osculirende. Hierin liegen die 
einzigen Beschränkungen rücksichtlich der Ordnung des Contactes der verschiedenen gerad- 
linigen As>inptoten. Ausser diesen Beschränkungen ist jede Combination möglich , welche 
sich nicht an und für sich schon nach der 28. und 34. Nummer als unmöglich darstellt. 
Abstrahiren wir auch hier zuvörderst von den auszuschliessenden Combinationen, so ist die 
Anzahl solcher Fälle , in welchen zwei nicht osculirende Asymptoten vorkommen, gleich der 
Anzahl der Combinationen derselben (n— 1) Elemente siß im vorigen Falle, mit Wiederho- 
lungen, zu (n— 4), also (n— l)n . . . (2n— 6). 

1 . a. . . (»— 4j 
Die Anzahl der Fälle mit einer dreipunctig osculirenden Asymptote ist gleich der Anzahl der 
Combinationen der (n— 2) Elemente 3, 4 . . a , mit Wiederholungen , zu (ii— 3) , also : 

(ii~2)rn— 1) . . . (2n--^) 
1.2 ... (»—3) ' 
Summiren wir die beiden vorstehenden Ausdrücke , so erhalten wir den Ausdruck (!>. Um 
die Anzahl der auszuschliessenden Fälle zu bestimmen , wollen wir zuvörderst ft=S nehmen. 
Unmöglicher Fälle mit zwei gewöhnlichen Asymptoten , gibt es alsdann 

+,.'/'! = '+»••• 

unmöglicher Fälle mit einer dreipunctig osculirenden Asymptote 

^ +*+?!/ e r 

"i^— -4-a 5 + a» 



\ 



+ SM 
Svauuren wir üese beiden Ausdrücke , so kMmit : 

p-ä + S . 6 + 8» = S5. 

Die Anzahl der auszuschliessenden Fälle mit einer blos» fünfpuaetig osculirenden paraboli- 
schen Asymptote ist also der Anzahl der auszuschliessenden Fälle mit einer sechspunctig 
osculirenden parabolischen Asymptote gleich. Und diess gilt offenbar für jeden Werth von n. 
Es ist also bewiesen, dass wir auch im letxlgenanaten Falle die Anzahl der verschiedenen 
möglichen Falle erhalten , wenn wir von dem Ausdrucke (1) den Ausdruck (2> abziehn. 

Wenn die Curve eine siebenpunctig osculirende parabolische Asymptote hat, so 
hat sie ttberdiess entweder zwei oder keine nicht osculirenden geradlinigen Asymptoten, 

II 
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und im letztem Falle nothwendig'zwei dreipimctig osciilireade. Die parabolische Asym- 
ptote wird hier durch das Symbol 43 vertreten. Schliessen wir vorerst noch keine Fttlle 
aus, so ergibt sich die folgende Anzahl: 

(n— l)Ji . . . (Sbi— 6) (ii-72)(n— 1) . . . (git— 7). 
1 . 2 . . ."(n— 4) 1.2 . .' (11—4) • 

Für it==8 beträgt die Anzahl der auszuschliessenden Falle mit gewöhnlichen Asymptoten 

-»-3.1 j-7 + 3, 

ohne (gewöhnliche Asymptoten 

Für einen beliebigen Werth von n erhalt man 

(n— Du . . (2ii-9j „ (n-2)(ii— 1) , . (2»— ii) . 
1.2.. C»~7) 1.2 .. m— 8) 

-♦- 3»*-« . 7 + 3°-7 , (4) 

(n>>2)(ii-l). .(211—10) ^ ^ (ii~3)(n— 2) . . (2n— 12) ^ 
1.2 . . (11—7) 1.2... (n— 6) 

+ 3«-« . 6 -f- 3°-7. (5) 

Die möglichen Falle erhalten wir also, wenn wir die Summe der Ausdrücke (4) und (5) von 
dem Ausdrucke (3) abziehn. 

Wenn die Curve eine achtpunctig osculirende parabolische Asymptote hat, so ist 
die Anzahl der verschiedenen möglichen Fälle der eben bestimmten gleich. Eine solche 
Asymptote fordert nemlich zwei gewöhnliche, oder drei dreipunctig, oder endlich zwei 
vierpunctig osculirende geradlinige Asymptoten. Der Ausdruck (3) erhält hiernach, statt 
des zweiten Gliedes die folgenden beiden Glieder 

m— 2) f n~l) . . (2fi~8> (ii~3)(n— 2) . . (2n-8) 
1.2 . . (n— ^) "^1.2 . . (n— 4) ' 
von welchen das erste die Anzahl der Combinationen mit drei dreipunctig und das zweite 
die Anzahl der Combinationen mit zwei vierpunctig osculirenden Asymptoten anzeigt. Die 
Summe dieser beiden Glieder ist aber dem eben genannten zweiten Gliede des Ausdruckes 
(3) gleich. Was die auszuschliessenden Falle betriflt, so ist die Anzahl solcher Fälle, in 
welchen zwei gewöhnliche Asymptoten vorkommen , der vorhin bestimmten Anzahl gleich. 
Nehmen mir n=S^ so ist nur ein Fall mit drei dreipunctig osculirenden Asymptoten unmög- 
lich, nemlich der dem Symbole VIII 887333 entsprechende, während 

Fälle mit zwei vierpunctig osculirenden Asymptoten unmöglich sind. Bei beliebiger Annahme 
von n sind überhaupt 

(n— 2)(ii— 1) . . (2ji— 11) 



1.2 . . (11—8) 
Fälle mit drei dreipunctig und 



+ • . 3°^ . 7 + S»"« 



V"-;" : : : '^^ -■■* »-J-rl * »-• * - "-' 

Fälle mit zwei vierpunctig osculirenden Asymptoten auszuschliessen. Wenn wir die vorste-^ 
henden beiden Ausdrücke summiren , so erhalten wir den Ausdruck (5). 

Ich ' verfolge diesen Gegenstand von untergeordneter Wichtigkeit hier nicht weiter. Wir 
finden keine Schwierigkeit wenn wir erwägen , dass eine (2g - l)punctig osculirende piarabo- 
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liscbe Asymptote, nothwendig eine der (g—l) Combinationeo 22, 333,. 4444 . .und snileUst 
(jf—ü^mal das Symbol (g — 1) und (g — l)mal das Symbol g fordert, wabrend bei einer 
2^unctig osculireiiden paraboliscben Asymptote, die letzten beiden Combiiiationen , durch 
Qjr— l)mal das Symbol (g — 1} und ig- 2)mal das Symbol g vertreten werden» Ich mache 
nur noch darauf aufmerksam, dass man sich hiernach leicht davon überzeugt, wie die An- 
zahl der verschiedenen möglichen Fälle dieselbe bleibt, wenn die Osculation der paraboli- 
schen Asymptote von einer (2g — Dpunctigen zu einer 2^unctigen ansteigt. Es ist jedoch 
zu bemerken , dass wir hierbei auf die nach der folgenden Nummer auszuschliessenden Falle 
noch keine Rücksicht nehmen. 

94. Keine Combination , welche nach der 34. Nummer sich als unmöglich darstellt, ent- 
halt (vorausgesetzt, dass wir Curven, welche wenigstens von der 5. Ordnung sind, betrachten) 
eine Ziffer diß geringer ist als 4 und höchstens diese Ziffer ein einziges Mal. Deshalb sind 
auch dann erst, nach der Schluss- Bemerkung der 92. Nummer, neue Fälle als unmögliche 
abzusondern, wenn die Ordnung der Osculation für die parabolische Asymptote mindestens 
zu einer neunpunctigen ansteigt. Hier ergeben sich aber, indem wir das Symbol IX 
in 54 auflösen, nach der 31., 33-, 35» und 37. Nummer, die folgenden Symbole, welche 
neue unmögliche Fälle anzeigen. 

Für Jt=5 e i n einziger Fall : IX 522. 

Für a>=6 drei Fälle : I X 6622 

IX 6522 
IX 5522. 
Für »=7 neun Fälle: 

IX 77722 IX 76622 IX 66622 

IX 77522 I^ 76522 IX 75522 

IX 66522 IX 65522 IX 55522. 

Für »=8 sieben . und zwanzig Fälle : 

IX 888822 IX 877722 IX 886622 

IX 876622 IX 866622 IX 777722 

L\ 776622 IX 76 6622 IX 666622 

IX 888522 IX 877522 IX 886522 

IX 876522 IX 866522 IX 777522 

IX 776522 IX 766522 IX 666522 

IX 885522 IX 875522 IX 865522 

IX 855522 L\ 775522 IX 765522 

IX 755522 IX 655522 IX 555522. ^) 

Wenn wir Curven mit einer zehnpunctig osculirenden parabolischdi Asymptote 
betrachten, so ergibt sich eine gleiche Anzahl von neuen unmöglichen Fällen, als bei einer 
bloss neunpunctig osculirenden ; und man überzeugt sich leicht , dass mau die diesen Fällen 
entsprechenden Symbole sogleich erhält , wenn man in den verstehenden Schema«« IX mit X, 
und die letzte 5 (wenn überhaupt diese Ziffer vorkommt) mit 4 vertauscht. 



•) Wir hab«a für jeden Wcrth von n (fie unraöglicbeD Fälle in zwei Gruppen abge*t»iKlerl. In jedem 
Falle der ersten Gruppe gehört nnr eine Ziffer des in 54 aufgelösten Symbols IX «ler ih» unmög- 
liche bedingenden Combination an ; so zum Beispiel löset sich IX 6622 in 665.422 auf und 665 
bedingt hier da» Unmögliche. In jedem Falle der zweiten Gruppe gehören beide ZifTern 54 der das 
Unmögliche bedingenden Corobiftation an, so zum Beispiel lütel »ich 1X6522 in 6554.22 auf. wo- 
bei 6554 das UnroögÜclie hervorruft* 
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Wir sehen hieraus , dass die Schluss - Bemerkung^ der vorigen Nummer auch ohne die 
beigefügte Beschrankung gilt , weon g nicht grösser als 5 ist ; wahrscheinlich gilt sie fiir 
jeden beliebigen Werth von g. 

95. Wenn eine Curve zn'ei Gruppen parabolischer Asymptoten hat, so befindet sich in 
jeder der beiden Gruppen eine ; im Allgemeinen fttnfpunctig oscnlirende. Schreiben wir die 
Gleichungen zweier Parabeln auf folgende Weise : 

JFZp =0, Jlr = 0^, 

indem wir durch die Marken p und r anzeigen , dass die Durchmesser «Richtung der beiden 
Parabeln den beiden geraden Linien P und R bezttglich parallel ist, so ist folgende Gleichung : 

die allgemeine Gleichung solcher Curven der n. Ordnung, in welcher /7p und Jlt als die bei- 
den fünfpunctig osculirenden parabolischen As>inptoten in Evidenz treten. Die Anzahl der 
Constanten beträgt, indem wir deren vier, auf jede der beiden Functionen FL rechnen : 

n(«+3) ^ 

und ist die gerade nothwendige, weil die Bedingung zweier Gruppen parabolischer Asym- 
ptoten die allgemeine Constanten - Anzahl für eine Curve der n. Ordnung oiFenbar um zwei 
Einheiten reducirt 

96. Die Ordnung der Osculation der beiden parabolischen Asymptoten IZp und ilr kann 
bei neuer Particularisation der Curve höher ansteigen. Wir wollen uns hier darauf beschrän- 
ken , die Gleichungen der verschiedenen Fälle bei Curven der 4. und 5. Ordnung zusammen- 
zustellen, indem wir, wie in der 90. Nununer vor jeder Gleichung die Ordnung der Oscula- 
tion anzeigen, und die Anzahl der noth wendigen Constanten, welche sie enthält, ihr nach- 
setzen. 

Bei Curven der 4. Ordnung mit zwei Gruppen parabolischer Asymptoten gibt es 4 ein- 
zelne Fälle: 

V V JlpJZr + /u(iKH»Xr-h/y) 4- ;i == o , [IS] 

VI VI /Ipnr+/uu=o, [llj 

VII VI JlpJIr -f A«Cp4-a) = o , [10] 

\iuvni iZpjit + A* = o. [9] 

Die Curve der 5. Ordnung mit zwei Gruppen parabolischer Asymptoten haben flberdiess 
immer auch noch eine geradlinige As>7nptote. Indem wir die verschiedene Ordnung der An- 
näherung an diese ebenfalls unterscheiden , ergeben sich die nachstehenden einzelnen Fälle: 
V V Si ilpilrs 4- Mp4-a)(r-h/J)u + Xw =* o, [18] 

. $ JZp/IrS + ^(pH-a)(r4-i^)(8y-h) + Xw = o, , [17] 

. 4 i7pi7,s + /uCpH-a)(r-f/J)s -f- Xw = o , [16] 

. 5 iZpJlrS + A*(p+a)(r+i^)s + X(s+*) = o, [16] 

VI V 2 /IpJZrS + ii*(J^p+«i)Cr-fi») + X(p+«) = , [17] 

VI VI S /IpJIrS + /uß, = o, [16] 

. 4 iipiZrs + K8+r)tt + i = O, [15] 

5 ilpJIrS + /tiSU + A. = o, [14] 

VII VI S /ZpiZrS -f /ti(p+a)u -f X = o, [15] 
. ' .4 i7p/7rS + A«(p4-a)(8+y) -f- ^L == o , [14] 

• 5 /IpilrS 4- Mp+«)s 4- i = 0, [13j 

VII VHS JIpJ2rS4- /ti(p+a)(r+/J) + Xt«o, [14] 

VIII Vni 4 ilpiZrS + ^u = 0, [13] 

. 5 ilpHrS + /t«(s4-<r) = o , [12] 
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IX VUI 4 /IpJZrS + Kp+«) = 0, [12] 

X X 5 ilpJIrS + /u = o. [11] 

97. Es kann eine Curve höherer Ordnung auch drei und mehrere Gruppen paraboli* 
scher Asymptoten haben, in deren jeder alsdann eine osculirende sich befindet. Nach der 
frühem Bezeichnung ist 

/ZpJIrila + ^Cp+«Kr4-i8Xw+y)v + Aßj = o 
die allgemeine Gleichung der Curven der 6. Ordnung mit drei Gruppen parabolischer Asym- 
ptoten , und enthalt die gerade nothwendige Anzahl von f j—-ä — 3 j Constanten: Es tre- 
ten in derselben ilp, ilr und Jln als die drei üQnfpunctig oseulirenden Parabeln in Evidenz. 

Durch schrittweise Particularisationen dieser Gleichung, die ich jetzt nicht mehr auszu- 
führen brauche, erhalten wir diejenigen einzelnen Fälle, in welchen die Ordnung der Oscu- 
lation der drei, im Allgemeinen nur filnfpunctig, oseulirenden Parabeln htther ansteigt, und 
die wir in folgendem Schema zusammenfassen können. 



V V V 


VI VI VI 


VIIIVU VI 


X vm vm 


VI V V 


vn VI VI 


IX vn VI 


XI vin vm 


VU V V , 


vmvi VI 


X vn VI 


XII vm vm 


vm V V 


IX VI VI 


XI vn VI 


IX IX vm 


IX V V 


X VI VI 


XU vn VI 


XXX 


X V V 


XI VI VI 


vn vn vn 


XI X X 


XI V V 


XII VI VI 


VIU VIU VIII 


xnxn xiL 


XII V V 


vn vn VI 


IX vinviii 





Wenn wir in einem beliebigen der vorstehenden Symbole jede der drei durch römische 
Ziffern bezeichneten Zahlen in zwei andere, die, je nachdem jene eine gerade oder ungerade 
ist, einander gleich oder um eine Einheit von einander verschieden sind, auflösen und diese 
durch ZM'ei arabische Ziffern bezeichnen , erhalten wir stets eine mit Rttcksicbt auf die 28. 
und 34. Nuiiimer mögliche Combination; stets aber eine unmögliche, wenn wir auf gleiche 
Weise ein unter den vorstehenden nicht befindliches Symbol, wie zum Beispiel VI VI V und 
IX IX IX , welche bezüglich durch 333382 und 555444 zu ersetzen sind , behandeln. 

98. Wenn wir die Schluss - Bemerkung der vorigen Nummer umkehren und in einem 
Schema möglicher Fälle bei geradlinigen Asymptoten eine beliebige Combination nehmen, so 
erhalten wir im Allgemeinen mehrere mögliche Falle mit parabolischen Asymptoten. Ein 
Beispiel' gibt hier die beste Erläuterung. Indem wir in der möglichen Combination 

6655322 
66. 65, 55, 32 bcfzflglich durch XII, XI, X und V ersetzen , ergeben sich unter den ttbrigeu 
möglichen Fallen auch die folgenden beiden mit drei Gnippen parabolischen Asymptoten : 

XII X V 2, XI XI V 2. 

Auf diesem Wege tritt uns eine Reihe einzelner Sätze fiber die Ordnung der Osculatiou pa- 
rabolischer Asymptoten entgegen , ich begnüge mich mit ein paar Einzelnheiten. 

Eine algebraische Curve, welche eine Gruppe parabolischer Asymptoten hat, unter denen sich 
(in dem allgemeinen Falle) eine nur fOnfpunctig osculirende befindet, hat ttberdiess nothwen- 
dig noch eine zweitt Gruppe solcher parabolischer Asymptoten, unter denen sich eine nur 
fünfpunctig osculirende befindet , oder eine reelle nicht osculirende geradlinige Asymptote. 

Es ist dieser Satz demjenigen analog , dass, wenn nur geradlinige Asymptoten vorhan« 
den- sind , eine nicht osculirende immer eine zweite bedingt. Aehnlich ist der folgende Satz 
abgeleitet. 

Eine Curve, welche zwei siebenpunctig osculirende Parabeln hat, hat ttberdiess wenigstens 
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1) zwei nicht osculirende, oder 2) eine dreipunctig^ osculirende geradlinige Asymptote, oder 3) 
zwei fünfpunctig, oder 4) eine sechspunctig , oder 5) eine aweite siebenpiuictig osculirende 
parabolische Asymptote , oder endlich 6) eine nicht osculirende geradlinige und eine fünf- 
punctig osculirende parabolische Asymptote. 

Weil für eine Curve der n, Ordnung die Combination 

n n n — 1 
unmöglich ist, kann auch eine Curve dieser Ordnung, neben einer 2npunctig osculirenden 
parabolischen Asymptote keine (2ii— l)punctig , (2ii— 2)punctig und selbst keine (2ii— 3)pttn- 
ctig osculirende haben. Weil ferner die folgenden beiden Combiuationen 

n n— 1 n— 1 n— 2 »—1 n— 1 n—1 n— 2 

unmögliche sind , kann eine Curve der Ji, Ordnung weder neben einer (2ii — l)pttnctig noch 
einer (2n — 2)punctig osculirenden parabolischen Asymptote eine (2ii—3)punctig osculirende 
haben. Beispiele geben die vorhergehenden Nummern in hinlänglicher Anzahl. 

§. 4. 

Paare reeller oder Imafflnilrer parallelen Asymptoten* 

99, Den Gang der Untersuchung der vorhergehenden Paragraphen können wir in fol- 
genden Haupt - Nomenten zusammenfassen. Es lässt sich im Allgemeinen die Gleichung der 
Curven der ». Ordnung unter der folgenden Form schreiben : 

pfln-i 4- i"fln-2 = (1) 

wobei die Function p einer geradlinigen Asymptote der Curve entspricht und. vollkommen 
und auf lineare Weise bestimipt ist , sobald wir unter den n möglichen Asymptoten-Richtun- 
gen eine einzelne auswählen. Diese Asymptote kann reell (§. 1.) und imaginär (§. 2.) sein. 
In dem ersten Falle steht sie selbstständig für sich da, in dem letzten Falle bedingt sie eine 
zweite imaginäre Asymptote und somit hat sie auf die Form der Function Sia^i Einfluss. 
Dadurch werden wir veranlasst statt p ein Product zweier linearen Functionen in der Crlei- 
chung der Curve in Evidenz treten zu lassen : 

aßn-a H- A*ßn-a = O. (2) 

Hierbei ist @2 immer reell und bezieht sich entwei^r auf zwei reelle Asymptoten oder auf 
einen Asymptotenpunct Die vorstehende Gleichung behält dieselbe Form, wenn wir zu Q^ 
eine willkührliche Constante hinzufügen ; wir können sie alsdann auf folgende W eise schrei* 
hen: fl,ßa-.a 4- /«ßa-a = o. ' (3> 

Die Function Qi entspricht Ellipsen oder Hyperbeln. 

Zwischen den beiden allgemeinen Fällen ist der Uebergangs - Fall dadurch bezeichnet, 
dass die Bestimmung der Function p dadurch illusorisch wird , dass für diejenige Constante, 
von der sie auf lineare Weise abhängt, unendliche Werthe sich ergeben. Dann können die 
Formen (1) und (2) nicht mehr Statt finden« Die Form (3) particularisirt sich in die nach- 
stehende : ili?n-a + /Ußn-i = o , • (4) 

indem die an die Stelle von i2, getretene Function Tl nun Parabeln entspricht ($. 3.). 

Ein letzter, mehr noch untergeordneter Fall, der in Beziehung auf die Bestimmung der 
Function p Statt finden kann und mit dem wir uns im gegedwärtigen Paragraphen zu beschäf- 
tigen haben , ist derjenige , wo der Werth der eben erwähnten Constanten, von welcher diese 
Function abhängt , unbestimmt wird , weil er unter der Form % erscheint Dann lässt sich 
die Gleichung der Curve auf unendlichmalige Weise auf die Formen (1) und (2) bringen, 
wobei, was die letzte Form betrifft, die Function 0^ ein System von zwei parallelen gerar 
den Linien bezeichnet Ein solches System wird alsdann auch durch ^e Function i^j, welche 
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von 02 nur um eine Constante verschieden ist , angezeigt , so dass die Gruppe von unend- 
lich vielen Kegelschnitten , hier durch unendlich viele Systeme zweier patallelen geraden Li- 
nien , deren Richtung immer dieselbe bleibt , vertreten wird. Eines dieser Systeme besteht 
aus zwei parallelen Asymptoten der Curve. Diese können übrigens reell und imaginär 
sein und bei einer neuen Particularisation auch zusammenfallen. 

Hiernach hatten wir denn alle möglichen Falle erschöpft, welche eine Curve der n. 
Ordnung in Beziehung auf Doppel-Asymptoten darbieten kann. Die Function iii in der Glei- 
chung (3) bezog sich nach einander auf Hyperbeln und Ellipsen , ein System von zwei reeU 
len geraden Linien und einen Punct, auf eine Parabel, auf ein System von zwei reellen 
und von zwei imaginären Parallelen und endlich auf eine Doppellinie; die einzigen 
Fälle, welche bei Curven zweiter Ordnung Statt finden können. 

100. In demjenigen Falle, der Gegenstand dieses Paragraphen werden soll, können wir, 
nach dem Vorbemerkten , 

ß, = (p^-X) = (p+^x)(p-./x) 
setzen. Indem wir alsdann, was im Allgemeinen erlaubt ist , i?&— a mit 0a— > vertauschen, 
ergibt sich für die Gleichung der Curve: 

(p2-X)0„-. + llfln-a = o. (1) 

Es ist A eine willktlhrliche Constante. Denn diese Gleicliung geht in die folgende über 

(p2~X')0„-.a + A* .Qn-2 = 0, (2) 

wenn wir A mit V und demnach fißn-* mit 

fiQn^^ H- (V-A)0„^, = M^Sii^ ' 
vertauschen. Wir können also zwei solche gerade Linien , , welche zu beiden Seiten der ge- 
raden Linie P gleich weit von ihr abstehen , von Vorne herein beliebig annehmen und dann 
diesen entsprechend die Function iij bestimmen. Insbesondere können wir, unbeschadet der 
Allgemeinheit , jene beiden geraden Linien in der Linie P zusammenfallen lassen. Dann er- 
gibt sich, indem wir X' verschwinden lassen, folgende Gleichung 

p^0„.,H. ^i'fl;i^==o, (3) 

welche die, einer zweimaligen Particularisation der Curve entsprechende, gerade nothwen- 
dige Anzahl von Constanten hat, nemlich f ^ * - — 2j. 

Wir können aber auch der allgemeinen Gleichung der fraglichen Curven noch eine andere 
Form geben, welche unserer Absicht, die Natur der unendlichen Zweige zu discutiren, näher 
liege. Das Characteristische der Form der Gleichung (1) liegt Überhaupt darin, dass jede mit 
P parallele gerade Linie die Curve nur in (ji— 2) Puncten schneidet, weil zwei Durchschnitts- 
puncte unendlich weit liegen. Bestimmen wir aber V, was immer auf einzig^ Weise mög- 
lich ist, dadurch dass 

j"'ßn.a S /w'(p4-o)0n-O -♦- oßa-4 » 

so kommt für die Gleichung der Curve , wenn wir alle Accente unterdrücken: 

(p2— X)0o-a •«. f«(p+o)0„-3 -+• <yßn-4 = «. W 

Dann aber schneidet jede der beiden geraden Unien, welche dem Factor (p^— ^) cntspre- 
eben, die Curve nur in (n— 8) Puncten, weil auf jeder drei Durchschnittspuncte unendlich 
weit liegen. Diese beiden geraden Linien , welche auf einzige Weise bestimmt sind und also 
in ausgezeichneter Beziehung zur Curve stehen, sind zwei paralleleAsymptoten der- 
selben. Die vorstehende Gleichung enthält, wie die Gleichung (3), die gerade nothwendige 
Anzahl von Constanten und kann mit derselben AUgemeinheit als jene den Untersuchungen 
dieses Paragraphen zu Grunde gdegt werden. 

Je nachdem die nun vollkommen bestimmte Constante X positiv oder negativ ist , sind 



88 Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 

die beidea parallelen As^^mptofen reell oder imaginän Um diese Fälle zu imtersdieiden, ha» 
bell wir in den folgenden beiden Gleichungen k bezüglich ^ur^^h g^ und (— ^) ersetzt: 

(p4-|)(p-530D-a H- A^(p-ha)©n-3 + oSia^^ = 0, (5) 

(p2-fg^)©n-2 •¥ /i(p-l-a)0n-3 4- aÄ,-4 = o- (6) 

Der Uebergangs - Fall , in welchem die beiden parallelen Asymptoten znsammenfal- 

len, ist durch das Verschwinden von § angezeigt. Diesem entspricht die folgende Gleichung 

p^©n-a -h A*(p+a)0D-3 •¥ ai2n-.4 = o , (7) 

welche, M'ie die vorstehenden, die gerade nothwendige Anzahl von, Constanten hat, nemlich 

m^ - »> 

101. Um die Natur einer Curve mit zwei parallelen Asymptoten zu veranschaulichen, 
wollen wir eine geometrische Gränz-Betrachtung zu Hülfe nehmen. Wir wollen nemlich von 
einer beliebigen Curve mit einem Doppelpuncte ausgehen, und uns durch diesen 'Punct eine 
Reihe von geraden Linien, welche eine gegebene gerade Linie schneiden, gezogen denken. 
Nehmen wir alsdann, ausserhalb der Ebene der Curve,. irgend einen Punct beliebig als Pro- 
jections - Mittelpunct ai^ und als Ebene auf welche projidrt wird, diejenige wekhe ursprüng- 
lich mit der Ebene der Figur zusammenfallend um die gegebene gerade Linie als um eine 
feste Axe continuirlich sich dreht , so behalt im perspectivischen Bilde die Curve immer 
ihren Doppelpunct und die durch denselben gehenden geraden Linien schneiden die gegebene 
immer in denselben Puncten. Der Doppelpunct rückt, bei gehöriger Drehung der Ebene des 
Bildes , immer weiter und wenn zuletzt diese Ebene derjenigen geraden Linie parallel whd, 
welche den Projections-Mittelpunct mit dem ursprünglichen Doppelpuncte verbindet, so werden 
alle die fraglichen geraden Linien mit der eben genannten , und also auch unter sich , pa- 
rallel: es hat alsdann die neue Curve einen Doppelpunct, welcher nach bestimmter Richtung 
unendlich weit liegt 

Auf jeder geraden Linie , welche durch einen Doppelpunct geht, fallen in diesem Puncte 
zwei Durchschnittspuncfe mit der Curve zusammen und nur auf zweien derselben, den bei- 
den Tangenten in demselben , fiült mit den beiden noch ein dritter Durchschnittspunct zu- 
sammen. Von solchen drei Duvschnittspuncten ist einer als demjenigen Zweige, der berührt 
wird , fremd anzusehen und hat auf die Ordnung der Annäherung keinen Einfluss. So ist 
auch in dem Falle , dass der Doppelpunct nach gegebener Richtung unendlich weit gerückt 
ist , eine beliebige gerade Linie , welche diese Richtung hat, keine Asymptote mehr, obgleich 
auf ihr in unendlicher Entfernung zwei Durchschnittspuncte zusammenfallen. Auf jeder der 
beiden Asymptoten fallen solcher Durchschnitte drei zusammen, darum aber ist die Annähe- 
rung derselben an die Curve doch nicht von einer hohem Ordnung, als in dem aligemeinen 
Falle einer Asymptote , der keine andere parallel ist, und auf der nur zwti Durchsehuitte in 
unendlicher Entfernung zusammenfallen. 

Wir können also sagen, dass eine Curve mit zwei parallelen As>inptoten nach der 
Richtung dieser Asymptoten in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct habe. M'enn die 
beiden parallelen Asymptoten imaginär sind , so ist der unendlich weit liegende D<^pelpunct 
ein isolirter , conjugirter Ponct der Curve. Wenn insbesondere die beiden parallelen Asym- 
ptoten in dieselbe gerade Linie zusammenfallen , so nähern sich dieser geraden Linie im All- 
gemeinen zwei Zweige der Curve, um auf ihr in unendlicher Entfernung eine Spitze , einen 
Rflckkehrpund, m bilden. 

102. In particulären Fällen können die beiden parallelen Asymptoten einzeln, oder auch 
beide zugleich, mit der Curve einen innigem Contact haben. Wenn auf einer von zwei 
parallelen Asymptoten m Durchschnitte mit der Curve unendlich weit liegen , so müssen wir 
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den Contact, um die Ordnung desselben 'in Uebereinstimmun; mit dem Frühem ffu leseich» 
neu, einen (m— l)punctigen nennen. Hiernach kann , auf jeder der beiden parallelen Asym- 
ptoten, unabhängig von der andern, d^r Coatact von einem gewöhnlichen bis zu einem 
(jt^Dpundigen ansletgett , weiMi -n die Ordmmg der Curve beaeichnei; und die beiden paral- 
lelen Asymptoten reell sind und nicht zusammenfallen. 

Für die Curven der* 4. und 5. Ordnung wollen wir die , den verschiedenen möglichen 
Fällen entsprechenden, Gleichungen zusammenstellen, hierbei aber bloss auf die beiden pa- 
rallelen Asymptoten Rücksieiit nehmen. Nach jeder Gleichung ist die notwendige Constan- 
tett«Ansahly vor jeder Gleichung, die Ordsmg des ConCactea für die beiden panalleleii Asym* 
pt4»ten angegeben. 

^ Curven >dei; d. Ordnung: 
M (p^-l*)qr + A*Cp**^«)8 4. X ==: 0, [12] 

32 tpP-§^qr -h Vlt-^tis ^ 1 =« o, . fll] 

"Curven. der &. Ordnung: 

22 (p^— r)0| -♦• /"(p-^«)r8 -♦• Xw = 0, [16] 

82 (p^— $')©$ 4- MP+S)rs ^ ;Lw :t^.D, . [17] 

d2 (p^-5^)03 4- Mp+Örs 4- X(p^-a) = o, ' [16] 

33 (p^— I0Ö3 + Kp-HaKp+Är -^ A(p+y) = o, [16] 

43 (p^-l^)Ö3 -f^ iU(p-K5)(p^a)r -^ X(p-*-y) « o, [15J 

44 (p^— lO-Ö« + ii*(p-*-ä) = 0.. [14] 

]08* Wir wollen sogleich am den allgemeinen Fora • Bestimmungen übergehen. Wenn 
eine Curve der n. Ordnung zwei parallele Asymptoten hat, und diese beide mpunctig oscu* 
lirende sind, so erhalten wir, in der VorausseUung , dass m eine gerade Zahl ist, die fol- 
.gende Gleichung: 

(p'-S^)[0— • -^ P®o-^ H- . . + T©ö-:«1 -H #l(p-4-«)0»^»i_, -f- kSia^^M = 0. CD 
Wenn m eine ungerade Zahl ist, ergibt sich die folgende Gleichung: 

(P'~SOt0«-i + (^0«^4 -^ • -»• »0«-m^t] + /«(p*«-a)(p^ft0n-»-i^ + Ä(p4-y)0n-«-. 

^ afl„-«-3 «= o. (2) 

Wenn auf den beiden As)'mptoten die Ordnung der Osadation dne verschiedene ist, auf 

der einen eine mpunctige, auf der andern eine (m«f*m'sm^pnnctige, so müssen wir, jnunBe« 

huf unserer Form-Bestimmungen, wiederum unterscheiden ob m und nk^ gerade oder ungerade 

Zahlen sihid. Ist m gerade , so mussin der Gleichung (1> der folgende Ausdruck 

(p-l-a)0o-a|-i + Äßn-nla, 

indem er zugleich m' Constante verliert i sich so ^partienlaiisiren^ » dasa er sicdi » wenn wir 
p = ± S setzen, auf den (n— m^— -1). Grad reducirt Dieser Bedingung entspricht, wenn erstens 
auch m eine gerade Zahl bedeutet und also m und m^ beide gerade sind, die folgende Form : 

4* X(p^a)6B-«i>-t 4- aOt^ai,^ ^ o> (3) 

nnd wenn m eine ungerade Zahl bedeutet uad dso m gerade und. »^ ungerade ist, die Fol- 
gende Form: 

-|1 XÄ.^^ ^ o. (4) 

Wenn femer m und m, ungerade sind, so particularisirt sich die Gleichung (2)| nach- 
dem sie m Constante verloren hat, in die folgende: 

12 
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on<l wenn endlich m ugerade und m^ gerade bt/ kommt: 

+ i(p-l-y)©h-«^i + aOi-^.^ « o. (6) 

In jeder der vorstehenden sechs Gleickingen ist die Auahl der Constnnlen fie gerade noth« 
wendige ; sie betragt : 

s 

104. Wenn die beiden parallelen Asymptnten imaginär sind, so kann anch auf ihnen 
der Contact mit der Cnrve zu einer hMiem Ordnung ansteigen^ nur dass alsdann fttr beide 
die Ordnung des Contactes gleich bleibt Die Gleichungen (3)— (6) vertieren. ihre reelle 
Bedeutung, und nur die Gleichungen (l)'.und (2) 'können auf den fi-aglichen Fall übertra- 
gen werden , indem wir S mit |/ — 1 vertauschen. 

105. Wiv wollen y fttr unsere nächsten Absichten, p und irgend eine andere lineare 
Function als diejenigen beiden betrachten, von welchen alle übrigen Functionen abhangen, 
und hiernach voraussetaen , dass in jeder Function Ü der Exponent der höchsten Potenz von 
q der Einheit gleich sei. 

Die folgende Gleichung stellt, bei überzähHgen Constanten , eine Curve mit zwei paral- 
lelen Asymptoten dar : 

(p2-5^)ßr„^, H- /iß,.. = o. 
M'enn wir q =»= oo setzen, so kommt^ vorausgesetzt, dass alsdann p nicht auch unendlich wird^ 

ül-, : iJn-Jl = 1, 

und diese Voraussetzung ist statthaft für Puncto der Curve , denn es gibt ihre Gleicjiung 
alsdann 

P = ± 5 /(1-g). 

Zugleich aber sehen wir , dass die Curven sich nur bis zu einer gewissen endlichen pränze« 
M'cnn sie überhaupt unendliche Zweige hat, Jen beiden geraden Linien 

P,± S — o 
annähert. Diese beiden geraden Linien werden dann erst Asymptoten der Curve , wenn q 
nur in der (n—41). Potenz in der Function äi^% vorkommt Aus folgender Gleicking: 

ergibt sich fltar iHe firagiichen nnendlidien Zwdge : 

P + S-— p-tg?^ 
und also^ wdl hiemadi (pT0 unendlich klein wird: . i • . 

Die Annäherung ist also der Annäherung an eine gewOhnliehe As}inptote gleich. 

' Legen wir, unbekümmert um überzählige ConstanCe, die folgende Gleichung zu Grunde : 

it^^P^üa^ + KH-Öß«.-^ ^ ;ißn-«,- o, (O 

wobei wir m>m und m>2 nehmen, so finden wir bei gleichem Verfahren: •< 

(p+ä = X^-= iq-{-'-^ 

Es steNt aber die Gleichung O) eine Curve dar, welche zwei solche parallele Asym- 
ptoten hat , von denen die erste eine (Jii^a)panctig und die zwei^ eine (mi— S)punctig 
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oaoiilireilde ist. Bei bdden ist, wie bei nicht* rparallelen Asymptoten, ilie Orlnunf der Annä-^ 
herung um eine Einheit pmugtr ak üe Ausahl der im Osculationspuncte sich vmreinigendeii 
consecutiven Durchschnitts - Puncte der Curve und ihrer Asymptote. 

Was die La^e ddr auendliehen Zweite gtgen zwei parallele Asymptoten betrifft^ so er- 
kennen vir diese aus den letzten beeiden Gleichungen wie in der 42. Nummer und überhaupt 
verhält sich hier Alles gerade so , als wenn zwei gewöhnliche Asymptoten mit ihren unend- 
lichen Zweigen die parallele Lage angenommen hatten, und um alle möglichen Lagen zu 
bestimmen , können wir von zwei parallelen Asymptoten jede , abgesehen von der andern, 
filT sich allein betrachten. 

106. Wenn eine Curve der «. Ordnung zwei parallele Asymptoten und mit einer der» 
selben einen bloss gewöhnlichen Contact hat, so hat sie einen Contact derselben Ordnung 
mit jeder beliebigen Hyperbel , welche dieselbe Asymptote zu ihrer eigenen hat Eine solche 
UyperJkel schneidet denjenigen Zweig der gegebenen Curve, welcher an der andern paralle- 
len Asymptote sich hinzieht, in noch einem Puncte, der unendlich weit liegt, aber als ein, 
dem Contacte auf der ersten Asymptote fremder Punct zu betrachten ist Die fragliche Hy- 
perbel hängt noch von drei Constanten ab, über die wir willktthrlich gebieten und dadurch 
den Contact von einem gewöhnlichen ztt einem fttnfpuuctigen ansteigen lassen können. End- 
lich wird noch, bei Curven der fL Ordnung von besoniierer Art, die fflnfpunctig osculireude 
Hyperbel durch eine mehrpunctig osculirende vertreten y'' und hierbei kann der Contact, bei 
zunehmender Particularisation, bis zu einem (2n-- l)punctigen sich erheben. Wir wollen als 
besonderes Beispiel die Curven der dritten Ordnung nehmen und dasselbe, indem wir für die 
Behandluugsweise selbst den allgemeinsten Gesichtspunct wählen , vollständig discutiren. 

Die allgemeine Gleichung der Curven dritter Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten 
nimmt, wenn wir in ihr nach einander als drei-, vier- und fünfpunctig osculirende 
Hyperbel diejenige, deren Gleichung die folgende ist: 

(p4-g)s + X = o, (1) 

in Evidenz treten lassen, die nachstehenden Formen äu : 

(p-"0t(p+l)8 + AI + Kv^iXr+^Xv+ß) - 0, (2) 

(P-5)[(P+S)8 + A] + /<P+'5)^(P+«) = o , (3) 

(P-S)1(P+5)S + k] + fi(r+iy - o. (4) 

Diese Behauptung ist ohne Weiteres gerechtfertigt, wenn wir einen Blick auf die Form die- 
ser Gleichungen werfen und die in ihnen vorkommenden Constanten zählen. 

Die Form der Gleichung (4) zeigt , dass die fragliche Hyperbel (1) die Curve nur auf 
der ersten der beiden Asymptoten 

p + S — 0, P — I ^ o, (5) 

in anendiicher Entiernnng schneidet, und also des fremden Punctes wegen, der dem, an der 
zweiten Asymptote sich hinziehenden Zweige angehört nicht sechs- sondern nur fünf- 
punctig oseulirt. In dem Falle der Gleichung (3) ist der Contact ein bloss vierpunctiger und 
der einzige nicht unendlich weit entfernt liegende Darchschnittspunct befindet sich auf der 
geraden Linie: 

P -)- d :?£ 0. (6) 

Endlich ist , in dem Falle der Gleichung (2) , 4sr Contact ein bloss dreipunctiger und zwei 
nicht unendlich weit entfernle Dnrchschnittspuaote liegen auf den beiden geraden Linien : 

p + a 3= , • . . f + ß ^ o. (7) 

Die Curven dritter Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten hangen von 7 Constanteii 

ab. Diese Constanten finden sich in der Gleichung (4) wieder. Diese Gleichung gesUttet 

also durchaus keine Particularisation ihrer Form mehr, wenn sie die allgemeine bleibensoll. 
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Die CHddiung (8) miiss eine, die Gletcliaii; (8) s w e i flberxftUige Constwite cinschHesseR, 
wenn die Gleioliung (l) jede mögliche, bezOglicIi vier«- und dreipuctig oeeulirende, Hypcr« 
bei darstellen soll. Diess findet wirklich Statt. 

Um die Herleitaog der vorstehenden Gleichungen (ä), (3)and (4) braucfaea wir nnd hier« 
nach gar nicht m kUnmern ; sie sind dnreh sich sdibst gerechtfertigt Uebrigens ergibt sich 
ditf erste der genannten Gleichungen ans der letzten' Gleichung der 5S. Nummer «' indem wir 
in dieser p mit (p— ^) und (s+r) mit (p+'O vertiNBche& Und dann ergeben sich die bei- 
den letzten dieser drei Gleichungen aus der ersten. 

107. In der Gleichung (2) kann die lineare Function s mit jeder andern vertausdit 
werden, ohne dass, bei gehöriger Bestimmung der Constanten in ihrem zweiten Gliede, 'diese 
Gleichung irgendwie sieh lindert Jedar andern Fuiiction-Bestimmuttg entspricht eine andere 
dreipunctig osculirende Hyperbel , wekhe die Curve in zwei andern Puncten schneidet. Um- 
gekehrt können wir diese beiden Puncte willkflhrlich annehmen und dadareh die lineare 
Function s vollkommen bestimmen. Setzen wir insbesondere voraus, dass diese beiden Durch- 
schnittspuncte unendlich weit' liegen, so reduciren sich die ersten Theile der Gleichungen (7) 
auf blosse Coastanten 9 und indem wir alsdann q statt s schreiben, kommt: 

Cp-S)[rp+S)1 + ^] + A^P+5) = o. (8) 

In dieser Gleichung tritt die dritte Asymptote der Curve durch die Function q in Evidenz; 
diess ist eine nothwendige Folge unserer Voraussetzung und gebt auch aus der vorstehen- 
den Gleichung, die durch das Verschirinden von q auf den ersten Grad sich oedncirt, un- 
mittelbar hervor. Diese Gleichung enthält nur noch sieben Constante, die, wenn idie- Curve 
gegeben ist, vollkommen bestimmt sind. 

Die vorstehende Gleichung (8) können mir auch unter der nachstdienden Form schreiben : 

(P+S)[(P-5)<| ^- f*] + A(p^?) =..0 , . (9) 

in welcher offenbar die Hyperbel : 

(p-5)q + /* - o , (10) 

als .diejenige in Evidenz tritt, welche die Curve auf der zweiten der beiden parallen Asym- 
ptoten (5) dreipunctig osculirt und zu ihrer zui'eiten Asymptote die dritte Asymptote der 
Curve hat. * 

Wir können endlich die Gleichungen (8) und (9) auch folgendergestalt schreiben : ' 

(p--5)[(P"4.S)q + (^-fl)] H- 2a*I - «, • Ol) 

(p-»-5)[(p-§)< + (A^-f^)] ^ «AS =» o, . 

wobei die beiden Hyperbeln: 

(p±l)q-h 0+X) = o, (12) 

als diejenigen hervortreten, welche die Curve auf der dritten Asymptote Q dreipunctig oscu- 
liren und eine der beiden parallelen Asymptoten der Curve zu ihrer zweiten Asymptote haben. 
Zum Behuf geometrischer Constructionen < wollen wir die beiden linearen Functionen p 
und q nun dahin näher bestimmen , dass die erste derselben den ktrvesten Abstand des 
Punctes , auf welchen sie bezogen wird , von der Linie P bedeutet , wonach 2| der kürzeste 
Abstand der beiden parallelen Asymptoten von einander darstellt;, und dass die zweite jener 
beiden linearen Functionen dasjenige Segment bedeutet , welches, auf einer mit den beiden 
parallelen Asymptoten parallelen geraden Litie , zwischen dem liezüglichen Puncte und der 
dritten Asymptote Q Hegt Dann ist der consCante Inhalt derjenigen drei Dreiecke, wdche 
von den Asymptoten- Winkeln der drei Hyperbeln (1), (10) und C12) durch ihre Tangenten 
abgeschnitten werden und die wir iJ' J" nlid Jq nennen wollen, durch die folgenden drei 
Constauten bestimmt: 

± 2;i , ± «iu , ± 2(X-hitO. 
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IHerdardi erhalten nrntciiftt die beiden CeMtaaten l and #i det allgeaeiaen flleictbiuig 
(8) ihre geometrische Bedeutunf. - • i •. . 

Die Wertbe dieser beiden Coastanten haben ttbereiasümaende ZSeiehen., ireaa die Ciirire 
die dritte Asymptote Q awischen den beiden parallelen Asymptoten schneidet ; fällt hinge- 
gen dieser Durchschnitt ausserhalb derselben, so haben X und fi entgegengesetzte Zeichen. 
Diess ergibt sich auf analytischem Wege eben so leicht, als durch die unmittelbare geome- 
trische Anschauung. Denn wen» wir durch p<^ denjenigen Werth bezeichnen , welcher dem 
Dorehschaitte der Curve mit der dritten Asymptote Q* eatsprieht, so gibt die.6fei€irang dev 
Curve, indem wir q gleich Null setzen: 

p^w-'ir-*- (18) 

woraus wir sehen, dass, abgesehn vom Zeichen, p*^<| oder p^>St je nachdem /c vnd X im 
Zeichen fibereinstimmen oder nicht. Wir erhalten hiernach den folgenden Satz. 

Der constante Inhalt derjenigen Dreiecke, die von dem Asymptoten- 
Winkel einer, die Curve auf ihrer dritten Asymptote dreipunetig oseuli- 
renden Hyperbel durch eine Tangente abgeschnitten werden, ist entwe- 
der derSumme oder der Differenz des constantenlnhaltes der' beiden, von 
den Asymptoten- Winkeln zweier, die Curve auf ihren beiden parallelen 
Asymptoten dreipnnctig osculirendeu Hyperbeln dnrch eine Tangente 
abgeschnittenen Dreiecke gleich, je nachdem die Curve von ihrer drit- 
ten Asymptote innerhalb oder ausserhalb der beiden parallelen Tan- 
.genten geschnitten wird. 

Zur geometrischen Construrtion der beiden Constanten k und f£ ist es hinreichend, wenn, aassor 
den drei Asymptoten der Curve, noch irgend zwei Pihicte derselben gegeben sind. Wir wollen 
hier Okr diese beiden Puncte den eben bestimmten Durchschnitlapüact der Curve wK ihrer dritten 
Asymptote Q und ihren Durchschnittspnnct mit der Linie P nehmen. Für" diesen letSstern 
gibt die Gleichung der Curve^ indem wir p gleich Null srtjMsn und den resulUrenden Werth 
%'on q durch eine Marke uuterseheiden, 

,05 «^_X. ' (14) 

Aus den beiden fi^en deühungea erhalten wir durch Division 

und hiemach 

Ich fttge eine Figvr hinzu, um die geometrische Bedeutung der 'letzten- vier Gleichun- F>g. 1. 
gen ansehanlicher zu machen. tfG' und und U"G" sind * die beiden parallelen As^^mptolen und 
werden von der dritten Asymptote Q in den beiden Puncten G' und G" geschnitten; Die 
gerade Linie P« welche in der Mitte zwischen den beiden paralMen Asymptoen .hiodurrbgeht, 
schneidet die Curve dritter Ordnung in dem Puncto M. Wenn wir alsdann durch diesen 
Punct eine beliebige (etwa mit der Asymptote Q parallele) gerade Linie N'N" legen, so ist 
der Inhalt des resultireaden Vierecks N'M"G"G' , das von dieser Linie und den drei Asympto- 
ten gebildet wird, gleich ± 2(/£-*ä), also gleich der Differenz oder der Summe der beiden 
Dreiecke ^" und ^', je nachdem die Curve von ihrer dritten Asymptote zwischen G' wri G" 
geschnitten wird oder nicht. In der Figur haben wir den letztem Fall in Ansch a—ng ge- 
bmcht, und den fraglichen Durchschnitt S genannt Diejenige gerade Linie, welche die 
Puncte H und S verbindet ,' schneide die erste der beiden parallelen Asymptoten (A) in K' 
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und iie jüki'flite.iB >K'* h!9" unAilL'VimaA fturMA mit der :A»ywplote Q geeogtgk.mift da- 
durch auf der Linie P die Puiicte P'' und V bestimmt worden. Dann ist G'P" und 6"P' . und 
endlich; parallei mit SM, die gerade Linie iCr'L'. gesHigeiL worden. :]!f»eh dieser Cöistru- 
ction- ist: "'' : ... •■.•:•'.♦.;••., 

z/G"rG'« 2fi^J'\ . . 

Mese drei Diteiecfce haben .überdfeas. eine solche Lage, dasa ihre idrütea' Seken ffG'\ R"€r' 
und LG" Tangenten dreier Hyperbeln sind , von welchen die.beidea ersten (1) uai (10) die 
Curye auf einer der beiden parallelen Ad>inptoten dreijpunctig osculiren und die dritte Asym- 
ptote der Curve auch zu der ihrigen haben , und von welcheii die dritte die Curve auf Q 
dreipuiictig oacidirt und zugleich die erste der beiden psarallelen Asymptoten (&) auch zu der 
ihrigen hat Da endlich KG'\ WQ" und LG auf der Lmie P bezüglich in P\ P' und Po 
halbirt werden, so sind diese drei Puncte diejenigen, in^ welche die genannten drei gera-* 
den Linien von den drei fraglichen oaculirenden Hyperbela berührt werden. . 

Aus der obigen Constniction folgt , dass M in der Bütte zwischen P' und P" liegt und 
OPo gleich P'M. und MP" ist 

An > die vorstehenden Erörterungen schliesst sich die Construcüon mehrerer Aufgaben an« 
So, zum Beispiel, können wir eine Curve der dritten Ordnung mit zwei parallden Asympto- 
ten constmiren , wenn diese beiden Asymptoten , auf ihnen das Maass der Anntiierung und 
zugleich die dritte Asymptote der Curve gegeben ist. (Diese dritte Asymptote braucht, wenn 
nicht die absolute Lage der zu construirenden Cufve in Betracht kommt, Uoss der Richtung 
nach gf^geben zu sein). Denn alsdann sind durch das Maass der Annahmmg anf den bei- 
den .parallelen Asymptoten die Puncto V und P" bestimmt , folglich auch die Puncto R' imd 
K" ttAd der Pmct S. Ausserdem kt M, als die Mitte Zwischen P' und P" bestimmt imd so-, 
mit die Curve. Unmittelhur eriiftlt man das Rfaiass der Annähmiing auf der dritten Asymptote. 

SchUesfiIich> bemcriieif wir. noch, dass nach den Gleichungen (14). und (15) das Maass 
der Annäherung an die beiden parallelen Asymptoten dasselbe ist, einmal wenn q verscfcwin« 
det lund also die Asymptote Q von der Curve in der Mitte zwischen ihren Durchschnitten mit 
den beiden parallelen Asymptoten geschnitten wird, das andere Mal wenn pf nnendlich wird, 
und also die Asymptote Q eine dreipunctig osculirende ist Nur liegen in diesen Fällen die 
osculireuden Hyperbeln auf verschiedenartige Weise gegen die beiden parallelen Asymptoten. 

106. Wenn in der Gleichung (2) der 106. Nummer die Constante ß insbesondere gleich 
'f wird, so fkllt, indem diese Gleichung in die Gleichung (3) übergeht, ein neuer DurchschnitU- 
punct mit dem Osculationspuncte auf der ersten der beiden parallelen Asymptoten (&) zusam- 
men , wodurch die Oseulation zu einer vierpuncligen ansteigt Nehmen wir fenper an, dass 
der einzige noch tbrige Dnrchschnittspunct nach der Sichtung der dritten Az)mptote iQ un^ 
endlich weit liege, so muss sich (p*^a) auf eine blosse Constante reduciren. Dann Isl; die 
zweite Asymptote der osculirenden Hyperbel , die Linie S , mit Q pamllel und indem wir 
4emgemä80i(q4^) fiür s sehreiben, wird die Oldchmg der Curve: 

(:p^l)[(p+5)«|4r) + XJ -f. /tc(p+D2 « 4>. 

Die Bedii^tig , di^is Q eine Asymptote der ,Ctfrve ist, fordert^ dass durdi das .Verschwin«. 
den von 4 die voratdhende Gleichung auf den ersten Grad sich redoeire. Soll diess «^ 
sdiehii,:>somus8 y gleich (—^i) sein. Hiemach verliert die vorstehende Gleichung eine 
(^stoftle.nnd hat. in der folgenden Fom die gitrade nothweddige Anzi^ von Consumten: 
\']' Mm . (p-l)[(p+?)Cq-^) + A] + /u(p+5)« « 0. (17) 

Die Cf oataAte A .hat dieselbe Bedeutung behalten , wekhe sie in der vorigen Nummer hatte ; 
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die CoBStante f* ist derjenif e Werth von q^ .welcher dem Mktr Ipnnctt der, die Cun^e auf der 
ersten ihrw l^eiden yamHden Aspaptoten vierpunctig oscnlireiideii Hyperbel entspricht« 

Wenn wir tf und p^* Frieder in der bisherigen Bedentung^ nehmen, so kommt, indem wir 
in der letslea Gleichung nach einander q und p gleich Null setaen : 

Iq« ^ — a-«A4D , 
oad hieraus 

Diese Gleichung seigt,*4as8, wenn win* den Punct Cy welcher dadurch bestirimt ist, dass Fig. 2. 
CO = OS, mit demjenigen Puncto 1, welcher aaf.der Linie P der AsympMeO viermal na» 
her liegt als der Punct M , durch ^eine gerade Ltnie verbinden , diese gerade Linie die erste 
der beiden Parallel-Asymptoten in dem Mittelpuncte C der vierpunctig osculirenden H3rperbel 
schneidet Dieselbe gerade Linie schneidet auch die awdte Pardld ~ Asymptote in dem ge^ 
meinschaftlichen Mittelpuncte C* deijenigen Hyperbeln , welche die Curve auf dieser zweiten 
Asymptote vierpunctig osculiren; Denn man erhalt offenbar denjenigen Werth von /i , weU 
eher diesem Mittelpuact entspriiAt, wenn man hl der leinten Gleichung dasZciohen von | ändert. 

Wir sehen hieraus , wie auch in dem Falte , .dasi eine Curve dritter Ordnung awei pa- 
rallele Asymptoten hat^ die gemeinschafkliGhen Mittelpuncte derjenigen drei Gruppen von 
Hyperbeln , welche die Curve «auf den drei Asympteten vierpmdif oscuHren in gerader Li» 
nie liegend Denn C ist nadi dem Satae der M. NnmnMr dieser lfitlel|unflt auf der Asym- 
ptote Q. Die Construetion der ttütelpnncte «auf den beiden «PaiaUel -' Asymptoten* nach dem 
genannten Satae wird illusorisch, und wir haben dieselbe. •direot- eönsivnirea müssen« ' 

Zur vollständigen Construetion der osadirenden< Hyperbel: 

Cp+IXq-M) + A '^ o, 
können Wir statt i-auch deqeaige» Punct i»e6timmen<, in welchem die Hyperbel die Linie P 
oder die avvteiteParalleUAsymptote schnfidet. In beiden Fallen wird diese Bestiamiung leicht 

109. . Indem wir uns au der Gleichung (4) der 106. Biummer : 

(p— 5)[(p+S)s -f AJ -f /u(pM-Ö3 r^ , . - 

wenden, in welcher eine, die Curve auf der ersten Parallel^ Asymptote ffiftf^unctig osculi- 
rende Hyperbel sich darstellt^, wollen w^,: um auch die dritte Asyniptote. der Carve inEvi- 
dena treteta j2u lassen, . . >. 

•' a « q -{^if^r * ' 

setzen , dann ergeben sich , damit die Gleichung der Curve durch das Verschwihden von q 
auf den ersten Grad sich reducire, nur Bestim«ning der beiden Constanten «f'taad y die fol- 
genden beiden Gleichungen : 

*+ ^e.Ä e, • \ 
V + S|i4§^^ o;« 
somit konSait: < 

s 5tq — ^i(p+3|j, . .r (18) 

und die Gleicfiung der Curve wird : . it. ^ . in 

(p-l)KF+^Kq-^Ö»+SÖ) + M H- KP^Ö' » e. 
Aus der identischen Gleichung (18) fUlt in die Augen, dass aagleich - « i. '. 

Ironach die LinieSf.idie aweile Asymptote der ittaf^unctig oacidirenden. Hyperbel, 4ieAa}in^> 
ptate Q, in ein^ Pimcte A'jMhneMet, welcher, auf entgegeagesctatter Seite von der eirstcnrt 
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Parallel • Asymptote ^ so weit fds'die «weite ParaUeUAsymptote absteht« Da ttkerdiess, nach 
der vorigen Ntimniilf , dar Mlttefpiinct * C der fraj^idieii Hyperbel bekannt ist, so ist die Unie 
S. diejenige, welche die briden .Puncto A' tmd C' vierbudet. i Nach einer anahigei» Constni- 
ction erhalten wir die gerade Lini^ A"C* als die zweite Asjrmptote derjenigen Hyperbd, 
welche die Curve auf der zweiten der beiden Paralld - Asymptoten (5) fünfpunctig oscniirt. 
Um die fünfpunctig osculirende H^^perbd 

(p-+-t)(flt-iu(p+35)) + X = , 
wenn die Curve gegeben ist, zu construiren, ist es am einfachsten, statt A., denjcmigen Punct 
D' zu bestimmen , in welchem diese H^'perbel die Linie P schneidet. Wenn wir , zur Unter- 
scheidung, diejenigen Werthe von 4,, .welche diesem Durchschnitte und dem Mittelpuncte der 
Hyperbel eptspreehen q and q" nennen, uiii q<^. in der bisherigen Bedeutimg beibehalt«!, so 
geben die CMeichiimgeii der Carve nild der. %perbe(,. indem wir p gldchNull seümi: 

woraus sieb ^ durch Abziehn Vi ilo^eich ergibt: 

•, •. . :.<qO -^ q'a= Mt'^Wy } -i . 
so da$s meusi den gesuditen Piact D! erhalt , indem man DM » iGG macht ~ 

110. . JBs kann eine Curve auch mehrere Paare paralld^ Asymptoten haben, dann re« 
ducirt^ sich in,; ihrer allgemeinen Gleichung . diJD Anzahl der Constanten für jedes Paar um 
zwei ISinheit^n« : Wir trollen als Beispiel die Oarven »der 5. Ordnung mit zwei Paaren pa* 
rallder. Asymptoten nehmen, und «die verschiedenen Fall^ in Beziehung auf die Ordnung des 
CoQtactes aqf diesen Asymiptoten ^usanmcnsteilen* Wir wollen hicirbd der firüherü Bezeichnung 
uns bedienen ) und vor jeder 'Gleichuhg die Ai^ des .ConCactes, nach jeder Gldchimg die 
Anzahl ihrer Conatanten bemerken. 

22.22.2 (p*— S?Kq^--tC*Jr -^^ i(p-H»)(q-f/Jjs 4- ^ « o, . [M] 
32, . . (p^— 5^)(q^-T-C')r ^ A(p+S)(q4-/J)»5-f /«v « 0, . [15] 
4«, . • (p*--^Kq*-<'5r 4- l(pH-5)(q4-lS)s + /*(p4^) « , [idj 

43, . . (p2^|2)(,?_5«jr ^ X(p+a(p4-aXi|Hhi»)4-MpH*y)«o, [ISJ 

44, . . (p^~g^)(q^-?^)r 4- K^^-^X^ß) + nif-hy^ = , [12J 
82,82^2 (p?-.|'W-5')rH- A(p4-5Xq^)8 4-/»v t^o, [14] 
4% . . (pa^5a)(,2_5^r,4. i(p4-5)([q4-5)s + iu(p^y « , [131 
83, . . (p2_|23(^j2_^2)r + i(p+g)(p+a)(q4-Ö 4- a*v = Oy [131 
«, • • (p^-l')(q'-C2)r-4-A(p4-5)rp+«Xq+?)H-MpH-y) = o, [12J 

- : 44, ; • ; '(p^-^l?i)(q'rr^fOr .4ivX(p^5^(q4-?) 4- /iCp+y) « o, [tt] 

42,42;2 (pf-^mq"-^C^)r4- i(p+«)(q+0» ^-ii* « o, [12) 

«3,.. (p^— rXq^-COr 4- A(p4-a)(p4-J)(q+Ö 4- M •* o, [121 

43, • . (p^-|^)(q^-S^)r + A(p4-|Kp+«)(q+ö + /*=©, [11] 

44, . . (p2_|2)(,2_523r ^ X(p^^ g^Cq-fO 4- A* = 0, [10] 

83.83.3 (p^— 5^)(q'-C^)r 4- H^aK^+ß) 4- /i == o , [1^ 

43, . . Xp2.52)(<j2. 52)r 4- Up4-5)(q4-/J) 4- i« - 0, [ll] 

44, . 4 (p^~5^)(q*-?^)r 4- ^(p4^) = , - [lOj 
43,43,3 (p*-50(qf *^C^)r 4- Jl(p+|)(q4-0 + ^ *» ö, ^ [10] 
44,44,6 (p»— 5^Kq'^C')r 4-'/«-^ b. ^ i [•} 

Wir haben in dem vorstehenden Schema auf die verschiedene Ordnung der Osculation 
der Miften , jeieinial nMMeb^ AsymptoK^ keine besondere Rttcksicht gtaodkmen ainA jedesmal 
nur den allgemeinsten Fan- herverglihoben, w6 ^iese< diteuiig 'dir Beglichst niedeire ist« 
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< 

Unmöglich sind die den nachstehenden Combinationen entsprechenden FtUe : 

33,23,8 43,82,8 4M2>3 40,43,2 

• •V ••V » » O ••9 

43,22,3 44,32,3 33,33,2 44,43,2 

. .4 • • 4 • « 4 . • 8 

• •V ••9 «ad ««^ 

44,22,3 42,42,4 43,33,2 . . 5 

. . 4 33,42,8 . . 4 44,44,2 

• •ö »«v «»9 ««O 

42,32,5 . . 5 44,33,2 . . 4 

33,32,3 43,42,8 . . 3 

• .4 • • 4 • • 5 

• • d • • O 

Es mUrde uns hier zu weit führen , wenn wir für den untergeordneten Fall paralleler 
Asymptoten diejenigen Sätze entwickeln wollten , nach welchen überhaupt die unmöglichen 
Falle auszuschliessen sind. Zu diesem Ende mtissten wir die Betrachtungen der 28. und 34. 
Nummer unter den gehörigen Modificationen wieder aufnehmen. Es mag uns genügen, im 
Stande zu sein, nach unserer allgemeinen Methode zu erkennen, ob ein vorgelegter Fall' 
möglich oder unmöglich ist, und zwar lediglich daraus, ob es möglich ist, die demselben 
entsprechende Gleichung unmittelbar hinzuschreiben oder nicht. 

§. 5. 

I Doppel • Jis>inptoteii« Berttlmiii^ miveler reellen oder Imasrloilreii vnendllclteii 
flEwelgre* Spitxen erster vnd Bereiter Art tu unendliclier Kntforiiniii^» 

111. Wif haben schon in dem vorigen Paragraphen dem mehr particularisirten Falle, dass 
die beiden parallelen Asymptoten einer Curve in eine Doppel -As}'mptote zusammenfallen, 
seine Stelle angewjiesen (99). In diesem neuen Paragraphen wollen wir diesen Fall mit 
Ausführlichkeit discutiren. 

Wir bemerken zuvörderst, dass für alle Zweige einer Curve, welche einer Doppel- 
Asymptote sich annähern, die Ordnung der Annäherung dieselbe ist Denn in den Glei- 
chungen der 103. Nummer hört der Unterschied des Zeichens von £, mit dem Verschwinden 
dieser Constanten, ganz auf. 

Setzen wir in den Gleichungen (1) und (2) der eben angeführten Nummer, welche auf 
den Fall zweier Parallel -Asymptoten, auf deren jeder der Coutact ein mpunctiger ist, und 
m einmal eine gerade und das andere Mal eine ungerade Zahl bedeutet , Bezug haben , ^ 
gleich Null, so kommt: 

p-[0D-a -h e0o-4 + • • -l- T0o-m] "h iu(p+a)0fl-„-t -|- Xßn-»-a = , (1) 

p-[0a-a + (»0I.-4 +• • + ^00-an-l] +/<?+« )(p+/^)0u-m-i + A(p-hy)0n-a-,+oi2n-.B,^3=O. (2) 

In diesen Gleichungen hat sich die Anzahl der Constanten um eine Einheit, nemlich auf 

i^>-(2«-l), (3) 

reducirt* Wir können beide in der folgenden mit überzähligen Constanten zusammenfassen: 

p2fl„-, 4- 2/ipfl„-.„-, + Aß'n-«-i =0. (4) 

Dividiren wir diese Gleichung durch fin-a, so kommt, wenn wir die Function - Bestimmung 
der 105. Nummer beibehalten und dann niedere Potenzen von q gegen höhere vernachlässigen : 

13 



98 Erster Abschnitt. Unendliche Zweige. 

p^ + 2^pq-('*-') + Xq^C»-*) = o. (5) 

Die beiden WerÜie von p , die , bei wachsendem Werthe von q , diese Gleichung befriedigen, 
^iud beide unendlich klein /sie ergeben sich sogleich , wenn wir das zweite Glied der vor- 
stehenden Gleichung vernachlässigen; dann kommt: 

p = ± /(-Aq-r-^)). (6) 

Es hat also die Curve unendliche Zweige , welche der Doppel - Asymptote sich immer mehr 
annähern. 

Der allgemeine Fall einer Doppel - Asymptote ist derjenige ^ wo m=2. Dann kommt : 

p - ± /(±A).,(Tq)"^- 
Dieser Alpdruck zeigt, dass die Ordnung der Annäherung hier nur | und also der Ordnung 
der Annäherung an eine gewöhnliche parabolische Asymptote gleich ist (87). Das Zeichen 
der Constanten X bestimmt ob, für positive oder negative Werthe des immerfort wachsenden 
q , die entsprechenden Werthe von p reell oder imaginär sind. Die Werthe von p sind im- 
Fig. 3. mer gleich und von entgegengesetistem Zeichen. Also nähern sich der Doppel - Asymptote 
zwei unendliche Zweige gleich lätark auf den beiden Seiten derselben; sie ziehen sich nach 
derselben Richtung an dieser Asymptote hm, um in unendlicher Entfernung eine 
Spitze erster Art zu bilden, während, nacl^ entgegengesetzter Richtung , kein unend- 
licher Zweig der Curve an der Doppel -Asymptote sich hinzieht. 
112. Setzen wir m=3, so kommt: 

p = ±/'— A.q-*, 
oder pq ± /"— A, = o , 

^ig 4. woraus mr sehen, dass alsdann der Doppcl - Asymptote' P sich vier hyperbolische Zweige 
(Hl und H^, Hj und W) nähern, die auf den beiden Seiten derselben nach ihrer doppelten 
Erstreckung sich hinziehn und dass die Ordnung der Annäherung gleich Eins ist , wie bei 
einer gewöhnlichen Hyperbel. Es können «hierbei übrigens die hyperbolischen Zweige sowohl 
alle vier imaginär, als auch alle vier reell sein. 

Es zeigt uns aber der Ausdruck (3) dass, wenn m um Eind steigt, die nothwendige 
Constanten- Anzahl der allgemeinen Gleichung um zwei Einheiten sich redudrt Diess weiset 
uns darauf hin , dass zwischen dem allgemeinen Falle, wo me=2y und dem eben betrachteten 
Falle, wo m^3, noch ein Uebergangsfall in der Mitte liegt. 
Wenn die Gleichung: 

in der zwei gewöhnliche Parallel - As}inptoten in Evidenz treten , in die folgende übergeht : 

(P— S')0n^3 + itl(p±l)0n-3 -i-Aß,^^ = 0, 

so steigt auf einer dieser beiden Asymptoten der Contact zu einem dreipunctigen an. Wenn 
wir S=o setzen, so rückt immer noch durch das Verschwinden von a ein neuer Durchschnitts- 
punct auf den beiden zusammenfallenden Asymptoten unendlich weit. Dieser Punct gehört 
aber keiner der beiden Asymptoten ausschliesslich an, es steigt aufjeder von beiden 
die Ordnung des Contactes um eine halbe Eihh.eit an, nemlich von § zu 1. 
Die Ordnung der Annäherung ist also hier schon dieselbe als in dem zuletzt betrachteten 
Falle. 

Dem neuen Falle entspricht , dass die Gleichung (5) nachstehende Form annimmt : 

p2 H- 2iMpq-^ -f ^-^ = o. 
Lösen wir diese Gleichung in Reziehung auf p aaf, so kommt: 

p = (-^±/Cu^-A))q-S 
oder pq + Gl« HF /C«^— ^)) = o. (7) 

Hieraus sehen wir j dass die Annäherung der Curve an ihre Doppel . Asymptote von der 
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ersten Ordnung ist, und dass sich vier hyperbolische Zweige dieser Asymptote nähent 
Diese vier Zweige sind reell oder imaginär , je nachdem 

/u^ — X > o oder fi^ ^ X < o. 
Wenn , in dem ersten Falle X negativ ist , so erhalt das constante Glied in der Gleichung (7) 
zwei Werthe von verschiedenem Zeichen und es liegen die vier reellen Zweige, wie in dem 
zu Anfange dieser Nummer betrachteten Falle, der sich bloss dadurch auszeichnet, dass das 
Maas der Annäherung für beide Zweigen - Paare gleich ist Wenn X hingegen positiv ist, 
so liegen die vier unendlichen Zweige paarweise wie. die Zweige derselben Hyperbel. Der 
Fall , dass /c« — X = o , 

bildet den Uebcrgang zwischen den beiden Fällen vier reeller und vier imaginärer As}in- 
ptoten.- Im Allgemeinen sind,. bei diesem Cebergangs-Falle, zwei Zweige schon verschwun- 
den und die beiden noch übrigen bilden dann in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter 
Art Die Discussion dieses Falles und seiner Particularisationen wird später ihre Stelle finden. 
113. Die folgende Gleichung mit überzähligen Constanten: 

(p'-5')ßn-a + 2/i(p±S)ii^^. + Xß„^„-x = 0, 
ist, indem wir voraussetzen, dass m'>2 und 7ii^>m, die allgemeine Gleichung für Curven 

* 

der n. Ordnung mit zwei parallelen Asymptoten , von welchen die eine die Curve mpunctig 
und die andere mpunctig osculirt. Setzen wir, § gleich Null , so kommt : 

p2flrt_a + 2/«pßn-m-i + /fln-m-i =0. (1) 

Diese Gleichung stellt also Curven der n. Ordnung dar, welche eine solche Doppel -Asym- 
ptote haben, welche als daraus hervorgegangen sich darstellt, dass zwei parallele As}in- 
ptoten, von denen die eine eine mpunctig und die andere eine m^punctig osculirende war, 
zusammengefallen sind. Auf jeder von solchen zwei Asymptoten liegt ein Punct, welcher dem 
an der andern sich hinziehenden Zweige angehört, unendlich weit, auf beide zusammen 
kommen also nicht (m-fm/ + 2), sondern nur (m-^mi) unendlich weit entfernte Durchschnitts* 
puncte. Eine mit der Doppel - Asymptote zusammenfallende gerade Linie schneidet die Curve 
in (m+l) unendlich weit entfernten Puncten; eine zweite solche gerkde Linie schneidet dieCune 
zn^ar auch in einer gleichen Anzahl solcher Puncte, unter diesen sind aber nothwend ig (m^ — m) 
der obigen (m^-f-1) Durchschnittspuncte enthalten, und die Zahl der neuen Durchschnitts- 
puncte beträgt nur (m + 1). Wir erhalten also wiederum, wenn wir auch hier noch zwei ab- 
ziehen, (m+m) als die Anzahl der auf der Doppel -Asymptote unendlich weit liegenden Puncte. 
Wir können, um die CMeichung (1) zu befriedigen, niedere Potenzen von q gegen höhere^ 
indem wir q unendlich gross nehmen , dann jedesmal vernachlässigen , wenn durch diese 
Vernachlässigung p nicht auch unendlich gross wird. Wird p unendlich klein, so hat die 
Curve unendliche Zweige, welche an der geraden Linie P, als einer Asymptote sich hinzie- 
hen. In der vorstehenden Voraussetzung .über m und m, findet diess jedesmal Statt. Um 
die Ordnung der Annäherung der Curve an diese Doppel- As>inptote P zu bestimmen, kommt: 

p^ + 2iupq^("'-') -f Aq-(^-0 = 0, (2) 

und wenn wir diese Gleichung in Beziehung auf p auflösen , ergibt sich : 

ll^l. Wenn erstens m=^my so entspricht die Doppel-Asymptote zweien gleichvielpun- 
ctig osculirenden Parallel - Asymptoten und dann kommt: 



m — X 



p = ± (--;.q)~"'. (4) 

Je nachdem also m eine gerade oder ungerade Zahl ist , wird die Ordnung der Annäherung 
der Curve an ihre Doppel - Asymptote durch einen Bruch oder durch eine ganze Zahl dar- 
gestellt, wenn wir die Drdnung der Annäherung einer Curve an eine gewöhnliche Asymptote 
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durch die Einheit ausdrücken. In dem Falle , dass m eine g^erade Zahl bedeutet , hat die 
Curve eine Spitze erster Art in unendlicher Entfernung^ ; die Ordnung der Annäherung kanu 
von I zu 2 , I und so fort bis (je nachdem die Ordnung der Curre eine gerade oder unge- 

rade ist) -^^ oder - ansteigen. Hierhin gehört insbesondere der am Ende der 111. Num- 

mer betrachtete Fall , in welchem , weil die Ordnung der Annftherung nur i ist , jeder un- 
endliche Zweig einer gewöhnlichen Hyperbel , welcher an der Doppel - Asymptote sich hin- 
zieht, zwischen dieser und der Curve liegt. Umgekehrt verhalt sichs, wenn die Ordnung 
des Contactes eine höhere ist, dann liegt ein unendlicher Zweig der Curve immer zviischen 
der Doppel - Asymptote und einem an ihr sich hinziehenden Hyperbel - Zweige. Wir können 
den Lauf der in Rede stehenden unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise durch fol- 
gende Gleichung darstellen: 

p2qm-l ^ X = 0. 

. Wenn m eine ungerade Zahl bedeutet , so kann man die Gleichung (2) mit Hinweglas- 
sung des zweiten zu vernachlässigenden Gliedes, auf folgende Weise in zwei rationale Fac- 
toreu auflösen : 

[pq^a- ^ (-^)1[P4"^' + (-^)^I = 0. 
Diese Gleichung stellt ein System von zwei hyperbolischen Curven dar, die den Lauf von 
vier unendlichen Zweigen der Curve annäherungsweise' darstellen , und mit diesen zugleich, 
je nachdem X negativ oder positiv ist, entweder reell oder imaginär sind. Die beiden hyper- 
bolischen Curven liegen , in Beziehung auf die beiden Seiten der Doppel-Asymptoten , entge- 

wi — 1 
Fig. 4. gengesetzt. Je nachdem aber -- ^— eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet, jordften sich 

die vier unendlichen Zweige der Curve paarweise entweder so zusammen, dass diejenigen 
beiden, welche auf denselben Seiten der Doppel - Asymptote liegen (H^ und Hi , H^ und Hj) 
durch das Unendliche hindurch sich fortsetzen und gleichsam nur einen einzigen Zweig bil- 
den , oder so , dass die sich entsprechenden Zweige auf entgegengesetzter Seite der Dop- 
pel-Asymptote liegen (H^ und H2, H- und H\). Letzteres findet Statt in dem zu Anfange der 
112. Nummer betrachteten Falle, in welchem die Ordnung der Annäherunge- der Einheit gleich 
ist. In untergeordneten Fällen kann diese Ordnung, durch alle ganzen Zahlen hindurch, bis 

(je nachdem n eine gerade oder ungerade ^ahl bedeutet) - oder ~— - anwachsen» 

115. Wenn zweitens iii^<2m— 1, so ist das letzte Glied in der Gleichung (2) immer 
noch das Ueberwiegeude, es bleibt also in Beziehung auf die Lage der unendlichen Zweige der 
Curve gegen ihre Doppel -As^'^mptote und die Ordnung der Annäherung, Alles wie in dem 
ersten Falle, in der Art, dass, wenn m^ gerade ist, eine Spitze erster Art vorhanden ist, 
die Curve aber vier unendliche Zweige hat, wenn m^ ungerade ist. 
Fig.4— 7. 116. Wenn drittens iii.> 2m— l = 2m~l+y, so können wir die Gleichung (2) auf 
folgende Weise schreiben: 

p(p+2/iq-('"-^)) + Xq-^("»-0-8 = 0, 
und d|inn in die folgenden beiden auflösen: 

p = - 2/*q-("-') , 

Wir können diese beiden Gleichungen als die Entwicklung der beiden durch die Gleichung 
(3) gegebenen Werthe von p ansehen , oder wir können auch unmittelbar , um die vorste- 
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hende GleiiAiini^ zu tielTiedigen ^ einmal das Glied Aq-^C^-i)**! geilen p und das andere Mal 
P S^g^cn ^q-im-O vernaciilassig^en. In diesem Falle hat dieCurve vier unendliche Zweige, 
welche paarweise zusammengehören, und von der geradlinigen Doppel - As}ittptote P bezflg- 
lieh iiipunctig und (in+^)punctig osculirt werden. Wenn m und CnH-g') beide gerade Zahlen 
bedeuten, so haben, je naehdem A eine positive oder negative Grösse ist, die unend- 
lichen Zweige H^ und Hj y H^ und Hi die Lage, wie in der 5. oder der 4. Figur. Wenn 
m und (iit+^) beide ungerade Zahlen sind, so erhalten wir, je nachdem X eine positive oder 
negative Grösse ist, den Fall der 6. oder der 4. Figur, in denen die Zweige H^ und 
Hl , H^ und H2 zusammengehören. Wenn endlich von den beiden Zahlen eine gerade und 
die andere ungerade ist, so erhalten wir die, durch die 7. Figur dargestellte Lage der vier 
Zweige , von welchen der eine H- entweder mit Hi oder H2 zusammengehört. 

117. Wenn viertens m=2m — 1, so kommt: Fig. 4— 8 

'p = (-iu±^(^2.-X))q-(--0. 
Die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Doppel - Asymptote wird also durch ^ine 

ganze Zahl ausgedrückt , und diese kann von Eins bis zu — - — oder wenn dieser Ausdruck • 

keine ganze ZaU ist, bis zu der unmittelbar kleinem ganzen Zahl ansteigen. Curven der 
fraglichen Art mttssen also den dritten Grad nothwendig übersteigen. 

Die letzte Gleichung steMt mit Berücksichtigung des doppelten Zeichens zwei hyperbo- 
lische Curven von derselben Ordnung dar, die reell oder imaginär sein und auch zu- 
sammenfallen kennen. Wenn 

f,2 ^ X > 0, 

so sind sie reell und zugleich. mit ihnen vier unendliche Zweige der Curve, welche an ihnen, 
als an Asymptoten sich hinziehen. Je nachdem A positiv oder negativ ist, liegen die ziiei 
h^-perbolischen Curven auf entgegengesetzte oder auf gleiche Weise in Beziehung auf die bei- 
den Seiten der Doppel - Asymptote. Je nachdem ferner m eine gerade oder ; eine unge- 
rade Zahl ist , liegen die beiden Zweige jeder der beiden hyperbolischen Curven auf der- 
selben oder auf entgegengesetzter Seite der Doppel -Asymptote. Hierdurch sind die folgen- 
den vier verschiedenen Lagen der vier unendlichen Zweige der Curve gegen ihre Doppel- 
Asymptote bestimmt. 1) Wenn X positiv m gerade ist, erhalten wir den Fall der 4. Figur, 
und es gehören die Zweige H^ und H2, H^ und Ht zusammen; 2) wenn X positiv und m 
ungerade ist, ist die Lage der unendlichen Zweige die vorige, nur gehören H^ und H], H^ 
und Hj zusammen ; 3) wenn X negativ und m gerade ist, ergibt sich die Lage der 5. Figur, 
in welcher H' und Hj , W und H| zusammengehören , 4) wenn endlich X negativ und m un- 
gerade ist, liegen alle vier Zweige, H^ und Hi, H^ und H2 ^^f derselben Seite der Doppel- 
Asymptote. (Flg. 6.) 

Wenn fi^ — X < 0, 

so sind die beiden hyperbolischen Curven, und zugleich mit diesen, die vier unendlichen Zweige 
der Curve imaginär. 

Wenn endKch fi^ — X = o, 

so fallen die beiden hyperbolischen Asymptoten zusammen , indem die Gleichung (8) in die 
folgende übergeht: 

Cpq"^' + /u)2 = 0. 
Um in diesem Falle die Lage der unendlichen Zweige der Curve zu bestimmen , müssen wir 
in der Gleichung der Curve mit den Gliedern der höchsten Ordnung 

auch Boeh die Glieder der unmittelbar niedem Ordnung zusammennehmen. Wenn wir erwägen. 
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dass , für ifluner waclisende Werthe von ^ , das Prodnct pq">*^ einer Constanten gleich 
wird, so erhalten wir hiemach folgende Gleichung: • 

oder j indem wir 

setzen , und durch q°~2» dividlren : 

rq + 2x(y-|.a) = o. 

In dem zweiten Gliede dieser Gleichung verschwindet Y gegen a und somit kommt: 

pqm-i 4..^ = r = ± /'(±2ox) , ffqM. 
Der vorstehende Werth fttr Y zeigt , dass die rollen Puncto der Curve nur nach einer ein* 
zi^en der beiden Erstreckungen der Doppel - Asymptote P liegen, und dass das Zeichen von 
ax bestimmt , nach welcher von beiden, 

Wir können, zum Behuf der geometrischen Deutung, p und q als Parallel -Coordinaten 
construiren und überdiess, da q jede beliebige lineare Function sein kann, ohne der Allge- 
meinheit Abbruch zu thun , annehmen , dass die beiden Coordinaten - Axen P und Q auf ein- 
ander senkrecht stehen. Fällen wir hiemach von einem Puncte (p, ql der Curve ein Per- 
pendikel auf P , so schneidet dasselbe die hyperbolische Curve Y in einem solchen Puncte, 
dem derselbe Werth von q und irgend ein Werth p, entspricht, der dadurch auf lineare Weise 
bestimmt ist, dass 

p qm-i 4. ^ = o. , 

^ Ziehen wir diese Gleichung von der vorhergehenden ab , so kommt : 

(P-Pi)q™-' = ± v^{±2ax) . (Tq)-i, 
mithin (p— Pi) = ± /(±2«x) . (+qH"-i).. 

Wir sehen hieraus , dass zwei unendliche Zweige der Curve nach derselben Richtung an die 
hyperbolische Doppel -Asymptote sich so an beiden Seiten derselben hinziehen, dass die Ord- 
nung der Annäherung, die (p^pO zum Ausdmck hat , um eine halbe Einheit höher ist, als 
die Ordnung der Annähemng derselben Curven - Zweige odrr auch der h}'perbolischen Dop<- 
pel-Asymptote an ihre gemeinschaftliche geradlinige Doppel - Asymptote P. Die Annäherang 
der beiden Curven-Zweige unter sich, welche 2(p — pO zum Ausdmcke hat, ist ebenfalls voa 
der (m — |). Ordnung. Es sind von den vier Zweigen der Curve in den Fällen der 5. und 
6. Figur zwei , nach derselben Richtung sich erstreckende, verschwunden und die beiden übri- 
gen bilden in unendlicher Entfernung eine Spitze der zweiten Art. (Fig. 8.) Es findet 
diess Statt, gleichviel ob m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet. 

Die unendlichen Zweige der Curve ändern ihre Form, wenn a verschwindet, oder, was 
dasselbe ist, y und fi gleich werden. Dann mü^en wir, um den Lauf derselben annähemngs- 
weise darzustellen, zu den beiden Gliedern der Gleichung (5) noch ein drittes von nachste- 
hender Form : 

|(pqni-l4.5)qn-2m.2 = (gY+^qn~2.u^2 ^ 

welches von der unmittelbar niedera Ordnung ist, hinzunehmen. Hiernach verwandelt sich 
die genannte Gleichung, wenn wir zugleich durch qn-^Q^-^ dividiren, und Y gegen d vernach- 
lässigen, in die folgende: 

r2q2 ^. 2xrq + d = 0. f6> 

Lösen wir diese Gleichung *in Beziehung auf q auf, so ergibt sich 

' y= {- x±/(x2-cr)}q-s 

und also , mit Beibehaltung der frühern Bezeichnung : 

(p— pO = {— « ± /(x^-Jjq-™. 
Die Curve hat in diesem Falle im Allgemeinen vier unendliche Zweige , welche paarweise 
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susammengehörend , an der hyperbolischen Doppel-Asymptote sich hinziehen , und unter ein- 
ander und mit dieser Asymptote einen Contact haben, dessen Ordnung um eine Einheit höher 
ist , als die Ordnung der Annäherung an die geradlinige Doppel - As^'mptote F. Der fragli- 
che Contact ist ein (m+l)punctiger. Es sind die beiden Paare unendlicher Zweige r e e 1 1 , 
wenn x^ — t > o 

und dann bestimmt das Zeichen von i ob sie auf entgegengesetzte oder auf gleiche Weise 
gegen ihre hyperbolische Doppel - Asymptote liegen« Sie sind imaginär, wenn 

x^ — J < o. 
Wenn insbesondere x^ — J = o , 

so nimmt die Gleichung (fi) die nachstehende Form an : 

und dann müssen wir wieder zur allgemeinen Gleichung zurückgehen, um den Lauf der un- 
endlichen Zweige zu bestimmen, und aus jener Gleichung noch die Glieder von folgender 
Form hinzunehmen: 

wid dann kommt, indem wir durch qn-^^n-s dividiren un4 Y gegen a vernachlässigen: 

(Yq-4-x)2q + a = o. 

Diese Gleichung gibt: Y = | — x ± v<'(T<')(±?)"*i } ?"•* j 

und zeigt, dass in dem vorliegenden^ Debergangs- Falle von reellen zu imaginären unendli- 
chen Zweigen der Curve, schon zwei der vier Zweige verschwunden sind und die beiden 
nbrigbleibenden eine Spitze zweiter Art bilden , welche ganz auf derselben Seite der hyper- 
bolischen Doppel-As>7nptote Y liegt. Diese beiden Zweige haben mit dieser einen Contact von 
derselben Ordnung beibehalten , die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige unter sich 
und mit der Curve : 

Yq + X =a 0, 
ist um eine halbe Einheit, zu der (m+$). angestiegen. Die Ordnung jener Annäherung der 
beiden Zweige an einander hat zum Ausdruck: 

2/(y.q-("»+i). 
Erst wenn a verschwindet, steigt, indem die Ordnung der Annäherung an die hyperbolische 

Doppel - Asymptote unverändert bleibt, der Contact der unendlichen Zweige zu einer (m+8)- 
punctigen an (die Annäherung wird von der (m+1). Ordnung). Die Curve hat dann im 
Allgemeinen ihre vier unendlichen Zweige wiedererhalten , die reell und imaginär sein kön- 
nen , wozwischen wieder ein Uebergangs-Fall liegt, in welchem zwei Zweige wegfallen und 
die beiden noch übrigen in unendlicher Entfernung, nach der (m+|). Ordnung sich an ein* 
ander annähernd , eine Spitze zweiter Art bilden. Auf diesem Wege können wir weiter 
gehen. Wenn überhaupt zwei Zweige in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art 
bilden, so haben sie mit der geradlinigen Doppel - Asymptote P einen Contact, dessen Ord- 
nung durch eine ganze Zahl ausgedrückt wird; die Ordnung ihrer Annäherung an einander 
wird aber immer durch eine grössere und zwar gebrochene Zahl deren Nenner 8 ist aus- 
gedrückt 

Der Gang dieser Untersuchungen ist zur Genüge in dem Vorstehenden angezeigt ; wir 
brechen mit der blossen Andeutung hier ab , dass die zuletzt discutirten Gleichungen in der 
folgenden Form enthalten sind: 

Y^q» + 2^ Yq»» + 1 =' o , 
in welcher die hyperbolische Doppel -Asymptote Y auf dieselbe Weise in Evidenz Uritt, wie 
in der Gleichung (2) die geradlinige Doppel-Asymptote P. Die Discussion beider Gleichnngen 
nimmt ganz denselben Weg. 
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Wir wollen diesen Paragraphen damit beschliessen , dass wir alle verscliiedenen mögU- 
eben Fälle für Curven der 4. und 5. Ordnung ausfOhrlich discutiren. 

118. Fttr Curven der 4. Ordnung ergeben sich, wenn wir in den Formen der drei er- 
sten Gleichungen der 102. Nummer % verschwinden lassen: 

p^rs + iw(p+'')t + ^ = , (1) 

p'rs -h /«pt + A. = 0, (2) 

p^rs + iup2 + A(p+7i) = o. (3) 

Wir wollen voraussetzen , dass die drei linearen Functionen r, s, t von der Form (q+ap+i?) 
seien. Die erste Gleichung, mit ihren 11 nothwendigen Constanten, entspricht dem Znsam- 
menfallen zweier nicht osculirenden Parallel-Asymptoten, und gibt, indem wir p gegen Con- 
stante und Constante gegen q vernachlässigen, für die, an der Doppel-Asymptote P sich hin- 
ziehenden unendlic))en Zweige 

p^ =±/(TA«^K±q)S. 
Die Curve hat also in unendlicher Entfernung eine gewöhnliche Spitze erster Art 

119. Die Gleichung (2) reducirt sich, bei gleicher Yemachlassigung , und indem wir 
2iM an die Stelle von y. schreiben, auf folgende Weise: 

p2q2 ^ 2iMpq + ^ =s 
und zerfiillt alsdann in die folgenden beiden: 

pq -h /« ± \r{^'^—'k) = o. 
Die Curve hat also in diesem Falle vier uneadliche Zweige, welche an den durch diese bei- 
den Gleichungen dargestdlten Hyperbeln, dreipunctig osculirend, sich hinziehen. Die Fun- 
ction q ist eine willkührliche, und diess wird geometrisch dadurch bedingt, dass die Bestim- 
mung einer bloss dreipunctig osculirenden Il)'perbel zwei willkührliche Constante zulässt. 
Jedes Paar der vier unendlichen Zweige der Curve hat offenbar seine fUnfpunctig osculirende 
Hyperbel , die wir jetzt in Evidenz bringen wollen. ' Wenn wir zu diesem Ende 

pq + /* = y, iu^ — X = /u;, 

setzen, so können wir die Gleichung der Curve (2) auf folgende Weise schreiben: 

(y4-/t4)(y— ^) + ypcy+rf) + pp^cy+o + <^' + ip« = o, (4) 

wobei die einzelnen Glieder so auf einander folgen, dass, für die an P sich hinziehenden 
unendlichen Zweige der Curve , jedes spätere Glied ein unendlich Kleines von höherer Ord- 
nung ist. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn zugleich 

y = o , A*,^ + v^p + c>«p^ + <yp^ + Tp* = o 9 

woraus ersichtlich ist, dass die Hyperbel y die Curve nur in vier Puncten schneidet, weil 
v : nach der Richtung der Doppel-Asymptote unendlich weit liegen. Von diesen letztern vier 
Puncten kommen zwei auf die Berührung mit jedem Paare der vier unendlichen Zweige der 
Curve. Die Hyperbel (y-f^ ) schneidet die Curve nur in drei Puncten, weil sie ein Zwei- 
genpaar dreipunctig osculirt und das andere berührt Soll diese Hyperbel jenes Zweigenpaar 
vierpunctig osculiren , so müssen wir J^/e^ setzen , damit es nur zwei Durchschnittspuncte 
gebe, und in dem Falle einer fünfpunctigen Oculation, .muss auch c^/i^ genommen werden. 
Hierbei bleibt die H}'perbel (y— /u) eine das andere Zweigenpaar bloss dreipunctig osculi- 
rende ; soll sie eine vierpunctig osculirende sein , so muss das zweite Glied in der Gleichung 
der Curve (4) ganz ausfallen; es muss auch das dritte Glied verschwinden, wenn, sie fünf- 
punctig osculiren soll. Sind demnach 

yi = o , y^ s= , 

die Gleichungen der beiden CUnfpunctig osculirenden Hyperbeln , so kommt für die Gleichung 
der Curve: 

11^2 + ap3(p4-;i) = o. (5) 
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Diese Gleichiiiij: bat die volle ^ dem vorliegenden Falle entsprechende Ansahl von Constanten, 
nemlich 10, nnd findet so in sich selbst ihre Rechtfertigung. 

In besondern Fallen von Curven der 4. Ordnung, kann die Ordnung der Osculation zu 
einer seehspunctigen ansteigen. Die Gleichung der Curve geht dann, indem sie eine ein- 
zige Constante verliert , in die folgende über : 

YiY, + (jp« = o, (6) 

und zeigt, dass alsdann nicht nur eine, sondern dass die beiden fQn^unctig osculirenden 
Hyperbeln des allgemeinen Falles durch sechspunctig osculirende vertreten werden. 

Es künnen die vier, in dem Vorstehenden discutirten, unendUcben Zweige der Curve so- 
wohl reell als imaginär sein. In dem JUebergangs - Falle , wo 

verwandelt sich die Gleichung (4) in folgende: 

Y^ + »p(Y+*) 4- pp^(Y4-«) 4- crp^ + rp« =:= o, 

und gibt, bei gehörigen VemachlAssigungen, für die unendlichen Zweige der Curve: 

y2 4. vif -- o. 

Zwei der vier unendlichen Zweige sind verschwunden, die beiden übriggebliebenen bilden 
eine Spitze zweiter Art auf der Hyperbel Y, in der Art, dass die Ordnung ihrer An- 
näherung an einander und an diese Hyperbel | beträgt. 

Die obige Gleichung der Curve hat noch zwei überzählige Constante , um diese fortzu- 
schaffen, brauchen wir bloss 

zu setzen , und erhalten alsdann für die Curve eine Gleichung von folgender Form mit den 
9 nothwendigen Constanten : 

Yo^ + «p H- ßf^ + yp^ + 'p* « o. {7) 

Wenn insbesondere in der letzten Gleichung o verschwindet, so kommt 

Yo^ + /?p^ + yp' + *P* =■ <> ' 
•der , indem wir \^'—ß = //o setzen , 

Die Curve hat ihre vier unendlichen Zweige wiedererhalten* Beide Paare dieser Zweige 
werden von der Hyperbel Yq dreipunctig, osculirt. Jede der beiden Hyperbeln 

Yo ± Mf ~ ® 
oseulirt ein Zweigenpaar vier- und das andere dreipunctig und schneidet überdiess, hiermit 
in Uebereinstimmung , die Curve nur noch in einem einzigen Puncte auf der geraden Linie : 

(^p + r == «• 
Wenn wir auf gleiche Weise, wie in dem frühem analogen Falle, die beiden, ein Zwei- 
genpaar fünfpunctig osculirenden, H}i»erbeln, welche hier auch das andere Zweigenpaar drei- 
punctig oaculiren, in Evidenz bringen ^ so ergibt sich folgende Gleichung, welche ebenfalls 
die acht nothwendigen Constanten hat : 

YjYj, + op« = o.») (8) 

Die unendlichen Zweige der Curve sind, je nachdem ß negativ oder positiv ist, entwe« 
der alle vier reell oder imaginär. M^enn ß verschwindet , wird die Gleichung der Ciurve 

Yo^ + yp* + 'P* = «• 
Die Curve hat alsdann von ihren unendlichen Zweigen wiederum zwei verloren, und die 



*} Weil die beiden Hyperbeln Y^ und T» sich dreipunctig OBCuIirea, und demnach Vj die Form 
(yt-f-cip-f-/)ps} hat, komii)en auf daa Glied Y^Yj nur 5-|-2=7 Constante. 

14 
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beiden übrigbleibenden bilden eine Spitze zweiter Art, nnd baben nnter einander und mit der 
H>'perbel Yq einen Contact von der Ordnung |. Die letale Oleicbung sekliesst die nothwen- 
dige Anzahl yon Constanten in sich ein , nemlich 7. 

Weiter können wir hier nicht particularisiren , denn , wenn aus der letzten Gleichung 
auch das Glied yf^ ausfällt , löset dieselbe in die Gleichungen zweier reellen oder imaginä- 
ren H}'perbeln sich auf. 

120. Die Gleichung (3) der 118. Nummer: 

p^rs 4- /Mp2 + Acp+TT) = , (3) 

entspricht dem Zusammenfallen zweier osculirenden Parallel - As)inptoten. Hier ist die An- 
n^ening der Curve an ihre Doppel- As>inptote, wie in dem Palleder vorigen Nummer, von 
der ersten Ordnung. Wir können diese Gleichung zunächst unter der folgenden Form 
schreiben : 

(P?+i"r)(pq— i"f) 4- ypCpq^*) + ^p^(pq-l-«) + «TP ' -f rp« = o , . 
welche sich von der Gleichung (4) der vorigen Nummer nur dadurch unterscheidet, dass pq^ 
an die Stelle yon Y getreten ist« Die Curve hat demnach zwei solche unendliche Zweigen- 
paare, für welche das Maass der Annäherung dasselbe ist; nur liegen diesel- 
ben , wegen des entgegengesetzten Zeichens von fit , entgegengesetzt in Beziehung auf die 
Doppel «Asymptote P. Die letzte Gleichung können wir wiederum, um die beiden fttnfpun- 
ctig osculirenden H>'perbeln in Evidenz treten zu 'lassen , folgendergestalt schreiben : 

sie schliesst, auch in dieser Form, die 9 nothw endigen Constanten ein. 

Wenn n verschwindet, so werden auch hier die beiden filnfj^unctig osculirenden Hirpcr- 
beln durch sechspunctig osculirende vertreten. ^- 

121. Wenn wir in den letzten sechs Gleichungen der li)2. Nummer S gleich Null setzen, 
erhalten wir die folgenden: 

p-©3 + i"Cp + a)rs -f. Xw = o, (1) 

p^öj + /*prs + Xw = o, (t) 

p203 4- /uprs 4- A(p-ftt) = o , (3) 

P'03 + /M(p-fa)(p4-/^r + Acp+y) =* 0, (4) 

p^ög + iup(p4-a)r 4- A(p47) = 0, C5) 

P^^ + /M(p+«1 « o, (6) 

Diese Gleichungen entsprechen dem Zus^menftdlen zweier parallelen Asymptoten , die 
mit der Curve in den verschiedenen möglichen Ordnungen der Annäherung stehen. In dem 
Falle der ersten und letzten Gleichung , die dem Zusammenfallen, zweier gewöhnlichen und 
zweier vierpunctig osculirenden parallelen Asymptoten entsprechen, bildet die Cürve eine Spitze 
erster Art; die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige an einander und an die Doppel- 
Asymptote beträgt bezüglich | und |. In dem Falle der 4. Gleichung sind zwei dreipnndig 
osculirende parallele Asymptoten zusammengefallen, und wir erhalten zwei Paare gewöhn- 
licher hyperbolischer Zweige, die entgegengesetzt in Beziehung auf die beiden Seiten der 
Doppel - Asymptote liegen und für welche das Maass der Annäherung dasselbe ist Die Ord- 
nung der Annäherung ist dieselbe wie bei einer gewöhnlichen Asymptote (114). Die 3. Glei- 
chung endlich entspricht dem Zusammenfallen einer gewöhnlichen und einer vierpunctig oscu- 
lirenden parallelen Asymptote; und stellt eine Curve mit vier immer reellen unendlichen 
Zweigen dar, von welchen zwei mit der Doppel - Asymptote einen Contact der zweiten und 
zwei einen Contact der ersten Ordnung haben. Die Gleichungen der beiden hyperbolischen 
Asymptoten sind: 

pq + /" = o, pqi + ia = 0, 
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und die Lage der unendlidieii Zweige gegen die Doppel-Asymptote ist wie in der 7. Figur. (110.) 
In dem Fafle der vorletzten CUeicbung, wo eine vierpunctig mit einer dreipunctig osculiren- 
den Parallel -A/üfPf tote msamm^nßHlt, ist wiederum eine Spitze erster Art vorhanden und 
die Ordnung der Annähc^rung betragt iiier , wie in dem letzten Falle , |. (115.) 

122« Hiernach bedarf nur noch die zweite Gleichung, die, wenn wir in ihrem zweiten 
Gliede /t» durch 2fi ersetzen, die folgende wird : 

p203 -f a^p02 + Xw =3 o , (1) 

einer ausführlichem Discussion. Die entsprechende Curve hat , jm Allgemeinen , vier unend-' 
liehe Zweige, die an der Doppel • A8}7nptote P sich hinziehen. Diese Zweige haben mit der 
Doppel -Asymptote einen gewöhnlichen (zweipunctigen) , und, paarweise, mit den durch fol- 
gende Gleichung 

p2q2 -+- 2/<pq + X = (f(l + o)(fq + a) = o 
dargestellten beiden Hyperbeln einen dreipunctigen Contact. Je nachdem der Ausdruck (ft-^X) 
positiv oder negativ ist, sind die in Rede stehenden vier unendlichen Zweige reell oder 
imaginär. 

Wenn insbesondere fi^=l und also osa , so können wir , indem wir Functionen von der 
Form 

1 4- ap + /?p^ + yp * -+-•••+ ?p» , 
der Küi:ze halber durch (/)„ bezeichnen, die Gleichung der Curve auf folgende Weise schreiben ; 

oder, indem wir pq + /te = IT 

setzen, auch folgendergestalt : 

Y^s + 2xYg>i + i)(f^ = o. (2) 

Um den Lauf der unendlichen Zweige der Curve annäherungsweise darzustellen, ergibt sich 
die nachstehende Gleichung: 

Y' -f 2xrq-t + (>q-» = o, 
welche, weil wir das zweite Glied gegen das dritte ohne Weiteres vernachlässigen können, 
sich auf folgende: i 

Y2-f pq-i = o, 

reducirt und Y = ± ^tq (±q)'"5 

gibt. Es hat also die Curve in unendlicher Entfernung auf der Hyperbel Y eine Spitze 
zweiter Art. Die beiden Zweige, welche die Spitze bilden, haben unter sich und mit 
einem, durch das Zeichen von p bestimmten. Zweige der eben geiuinnten Hyperbel einen 
Contact von der Ordnung g. (117.) Die Gleichung (2) enthält 17 Constante und unter die- 
sen zwei überzählige, denn die neue Bedingung /i^==X reducirt die 16 Constanten der Glei- 
chung (1) auf 15. Diese beiden (iberzähligen Constanten kommen anf die willkührliche An- 
nahme der Function q , welche in kefaier Beziehung zur Curve sieht. Wenn wir insbeson- 
dere annehmen, dass die Linie Q eine Asymptote der Curve sein soll, so reducirt sich der 
Exponent der Function <f>s um zwei Einheiten und wir erhalten alsdann die folgende Glei- 
chung mit der gerade nolhtfeudigen Anzahl von Constanten: 

V-s 4- 2«ysY + pVj s= o. 
Dass aber die Function q willkflhrtich von Vorne herein angenommen werden kann , wird 
geometrisch dadurch bedingt , dass die Hyperbel Y von den beiden unendlichen Zweigen der 
Curve nur nach der Ordnung l osculirt wird , und folglich jede beliebige Hyperbel , welche 
die Hyperbel Y nach der zueiten Ordnung (dreipunctig) osculirt , zu der Curve in gleicher 
Beziehung steht. 

Wir können auch die folgende Gleichung r 
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Yh ^ 2jfp^l+op)F + Q9s- 0, (8) 

welche 15 , und unter diesen kdne willkfihrlichen Coiistanten enthält ^ anstatt der letaten 
Gleichung:, für die allgemeine Gleichung solcher Curven der 5. Ordnung nehmen, welche eine 
nicht oscuUrende Doppel - Asymptote P haben und deren, an dieser Asymptote sich hinziehen- 
den, Zweige untersteh in einem mehr, innigen Contacte, als eine blosse Berührung ist, 
stehen. *) 

Die Natur der unendlichen Zweige ändert sich schrittweise, wenn in der Function g>s 
der letzten Gleichung das constante Glied und die niedrigsten Potenzen von p ausfallen. 
Schreiben wir demnach, um zugleich alle particulären Fülle herroriniheben, diese Gletchiing 
folgendergestalt : 

Y's -4- 2xp2(l-+.ap)y •*- (>p*»95— b = 0, 
so ergibt, sich' für die unendlichen Zweige: 

indem wir annäherungsweise q =s — ^£p-^ setzen , kommt : 

y^ — 2x/4p3Y — (>.api»+* = o, 
und hiemach ^ Y =s xfif^ ± ((x^)^p6-H(>^p'»+*)5. 

So lange A<5, reducirt sich diese Gleichung auf: 

r=±((^itep»^+i){; ' 



^p*»= o; 



*) Da die Form der Gleichung (3) den nachfolgenden Betcachtungen zu Grunde gelegt wird, scheint et 
mir angemessen, die Behauptung des Textes, ungeachtet sie in steh selbst ihre Rechtfertigung fin- 
det, dadurch zu bestimmen, dass wir unmittelbar zeigen, wie die Gleicliung (2), welche wir unter 
iblgender Form schreiben können: 

y»s + 2fxaY + ipy + 2xp\Y+&p) + (>g>s « e, (a) 

in folgende Form verwandelt werden kann: 

yiii + 2*p'{yi+cfp) + ^v's ^ o. {b) 

In der ursprünglichen Gleichung ist: 

s = q + yp.+ f, y = pq + ^. 

Da jede Hyperbel Y, , welche Y dreipunctig oscuUrt^ zu der Gurve in derselben Beziehung als Y 
steht, so muss die Form (a) im Allgemeinen unverändert bleiben, wenn wir in derselben, nach 
folgender identischen Gleichung mit zwei unbestimmten Constanten: 

Y= Yi + «P + ßp^, 
statt der Function Y die neue Function Y*« einfuhren. Es ist offenbar, dass, bei dieser Umformung, 
die beiden letzten Glieder der ersten Gleichung in den beiden letzten der zweiten Gleichung sich 
wiederfinden. Die drei ersten Glieder der Gleichung (a) geben, wenn wir diejenigen Ausdrucke, 
welche wir in den beiden letzten Gliedern der Gleichung (k) zusammenfassen können, unberuck. 
atchtigt lassen, folgende Entwicklung : 

ti»s + 2apy;(q-[.€) + 2iJl>*y,q + a»p»q + 2fiaY^ + xpV, , 
und da 

pq « r - ^, 

sok ommt: 

Y»\»+2/Jp+2«) - 2^(«^c)Y, + (2«<r-.2^/<+a«+r)py,. 
In diesem Ausdrucke verscliwinden die Goe/Bcienten von Y^ und pY^ wenn wir über die beiden un- 
bestimmten Constanten (was immer, ohne dass dieselben unendlich werden, möglich ist) so verfu- 
gen, dass 

a TS o , 2/uß = 2oJ + a* + I. 

S<»tzea wir hiernach, der Kürze halber, 

+ 2i»p + 2cr = $4, 
so ergibt sich, was zu zeigen war, ganz einfach: ' 

y;»s,. 



S« ö. Doppel -»Asymptoten. 109 

also kommt, wenn h eine vaigemie Zahl bedeutet: 

r « ± /M . p * , 

und die Cvrve hat vier unendliehe Zweige, die, je michdera f,u ponüv oder negativ 
iit, entweder alle vier reell odec alle vier imaginär sind; wenn aber h gleich Null oder 
gerade ist , kommt 

r = ± /(±eA*)(±p) -\ 

wonach die Curve eine Spitze sweiti^r Art hat; das Zeichen von p/ti bestimmt, auf 
wdciier Seite der Doppel - Asymptote P diese Spitse liegt Wenn endlich hss6 , so kommt : 

y» U/*±((«^i")M^iu)i(ps 

wonach die Cnrve wiederum vier unendliche Zweige hat, die reell oder imagi- 
när sind, je nachdem der Ausdruck ((^f<)^-4-pA^) positiv oder negativ ist. 

Es ergibt sich auf diese Weise , dass die Curve , wenn ihre allgemeine Gleichung fol- 
gende Formen hat: 

Yh + «)rpXl+ap)y + 99)s » o , [15] (8) 

y^s + 2jcp^n-ap)y + Qr^n « o, [isj (4) 

ms + 2xp^(i+ap)y + Qv^i^r) « o, [iij (S) 

in unendlicher Entfernung auf der Hyperbel Y eine Spitse sweiter Art bildet Die Spitsen 
in den Fallen der vorstehenden drei Gleichungen unterscheiden sich dureh die Ordnung der 
Annäherung derjenigen beiden unendlichen Zweige, welche dieselben bilden, unter einander 
und an die Hyperbel Y. Diese Ordnung ist besflglich g , J und }• 

Wenn aber die Gleichung der Curve eine der nachstehenden Formen hat : 

y^ -h «itp^(l+«p)y + ^p9)4 » , (14] (6) 

T'S + 2icp'(l+«p)y4- pp^9)2 =• o, [12] (7) 

y^s -4- 2xp2(H-ap)y + C»P* « o, [10] (8) 

so ziehen sich an der Doppel- Asymptote P, ohne von ihr osculirt sn werden, awei Paare 
unendlicher Zweige hin. Diese osculiren sich aber unter einander, so wie die Hyperbel Y 
besüglidi drei-, vier- und fttnfpunctig. Bei jeder Gleichung ist die nothwendige Con« 
stauten - Anzahl bemerkt 

1S8. In dieser und der folgenden Nummer wollen wir die Discussion der vorigen aus 
einem andern Gesichtspuncte wieder auAiehmen und hierbei bloss unser allgemeines Princip 
der Behandlung in Anwendung bringen. 

Wenn die Curve sm-ei Paare unendlicher Zweige hat, so hat jedes derselben seine, an 
der Doppel - Asymptote P sich hinziehende , filnfpuactig oscuUrende Hyperbel. Diese beiden 
Hyperbeln, welche wir durch y| und Y2 bezeichnen wollen, können wir in der Gleichung 
der Curve unmittelbar in Evidenz bringen , und erhalten alsdann, den Gleichungen (1) , (6), 
(7) und (8) entsprechend, als vollkommen äquivalent, die folgenden: 

yiyjs + vf'iYi+i) + ppxyi+o -4- op« + rp» « o, [lej (9) 

yfy^s + fp^yi-h^p) + evK^f^) + op* « o, [i4i (lo) 

yiyis + rp^Yi^^) + pp^yi-Hp^) « ©• [^«i (") 

yi's + ypHyi+'p') + ^p»yt « o. [loj (12) 

In dem allgemeinsten Falle der Gleidiung (1) haben die zwei Paare naeudlieher Zweige 
der Curve , weMe an der Doppel - A8}Tnptote sieh hinziehen , einen gewöhnlichen Contad. 
Diejenige Hyperbel also , w^elche ein Zweigenpaar nach der Richtung dieser Doppel - Asym- 
ptote fttnf)p«nctig osculirt, bertthrt zugleich das andere Zweigenpaar, so dass sie, weil nach 
dieser Richtung sieben Durchschnitttpuncte unendlich weit liegen» die Cunt nur neck in 
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drei Puncten scj^neidet Diess tritt aus der Fotm der filekbwK (^) iaimttt«UMur hfnror, deoii, 
setzen wir in dieser Gleichung ¥% (oder ^2) gleich Null, so ergibt sich eine Gleichung von 
der Form: p-<]p3 «= o. 

Diese Gleichung stellt zwei mit der Doppel - Asyniptote ^usammeiifaiHende und drei ihr pa« 
rallele gerade Linien dar. Jede dieser letztorn schneidet 4ie Hyperbel Y| (odery;}) in einem 
einzigen Puncte. Die beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln haben unter sieh einen ge* 
wohnlichen Contact , weil die von ihnen, osculirten unendlichen Zweige der Curve ebenfalls 
unter einander einen solchen Contact haben ; daher ist 

Y; = Yi + a + /?p -f ;^p2 , 

wonach auf YiY^ nur acht Constante kommen. Somit ergibt sich sogleich 16 'als die An- 
zahl der Constanten in der Gleichung (9). Wenn anf einem der von Y| (oder Y2) fünfpun- 
ctig osculirten unendlickien Zweige der Curve ein Punct immer weiter rückt, so wird die 
Function Y] (oder Y,) aiu unendlich Kleines der dritten Ordnung, wahrend Y> (oder Yi) 
constant und gleich +£< (oder— cc) und zugleich s ein unendlich Grosses der ersten Ordnung 
wird. Das erste Glied der Gleichung (9) ist also unendlich klein und von der zweiten Ord- 
nung, von derselben Ordnung als das zweite Glied; dann steigt diese Ordnung in jedem 
folgenden Gliede um eine Einheit. 

'Wenn die unendlichen Zweigeupaare der Curve sich dreipuuctig osculiren, so 
müssen die beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln Y| und Y2 unter einander einen Con- 
tact derselben Ordnnng haben, wonach 

Y;^ Y, + ßp ^-yp-. 
Jede dieser Hyperbeln schneidet die Curve nur in 2 Puncten, weil 8 Durchscbnittspuocte, von 
welchen drei demjenigen ^wepgenpaare, das von eben dieser Hyperbel nicht fünfpunctig oscu- 
lirt wird, angehören, nach der Richtung von P unendlich weit liegen. Diess fordert, dass 
in der Gleichung (9) noch J verschwindet , wonach dieselbe^ nachdem sie 2 Constanie ver- 
loren hat, in die Gleichung (10) übergeht. 

Wenn die beiden nnendlichen Zweigenpaare sich vierpunctig osculiren, so kommt, 
damit auch die beiden fünfpunctig osculirenden Hyperbeln unter einander einen vierpunctigen 
Contact haben: 

Y, = Y, 4- rt'. 
Dann schneidet jede dieser Hyperbeln die Curve nur. noch in einem einzigen Puncte, weil 
9 Puncte, von welchen 5 dem einen lad 4 dem andern Zweigenpaare angehörei^, nach der 
Richtung von P unendlich weit liegen. Indem wir demgemäss in der Gleichung (10) J=^o 
setzen, gdit diese Gleichung, nach Verlust zweier Constanten, in die Gleichung (11) über. 

Wenn endlich die beiden Zweigenpaare sich fünfpunctig osculiren, so ist die fünfpunctig 
oscolirende Hyperbel für beide dieselbe. Sie tritt in der Gleichung (13), in der sich die 
Constanten* Anzahl wiederum um zwei Einheiten vermindert hat, in Evidenz. Diese Hyper- 
bel kann, ausser dem doppelten Oseulationspuncte, keinen Punct mehr. mit der Curve gemein 
haben. 

124. Zwischen den vier, durch die Gleichungen (9)-^ (12) der vorigen Nummer darge- 
stellten, Fälle von Curven mit vier unendlichen Zweigen schalten, sich die .drei, durch die 
Gleichungen (3)— (5) der 122. Nmnmer dargestellten , Fälle , inon Curven mit einer Spitze 
zweiter Art in der Art ein < dass die Constanten-Aozaiil nun schrittweise diurdd j^e Einheit 
hindvrdi von 16 bis 10 abnimmt Die zunehmende ParticulMlBatiqn. koavnl; idso kdigUcfa 
auf die zu dfscutirenden unendlichen Zweige* Der Grund, warum ftir die zHisditnti^g^de? 
Fälle die Form der Gldchnngen (9)-- (12) illusmseh wird, wird in den folgenden Anden, 
tungen ihre Brlftntenoig ftiden. 
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Vät Bdbehaltang der obigen Be^dduiaiig ist in der Oleidiung (9) : 

indem 'wir Y durch die nachstehende identisdie Gleichung einführen: 

Y, + l (a4^p+yp7 s y. 
Hiemach kdnnen wir die eben genannte Gleichung « wenn wir , der Kurse wegen j 

J«^ = — 5, i^ß ^ — *, f(iy^2ay) = - X, (13) 

setsen , auch auf folgende Form , mit der gerade nothwendigen Anzahl von Constanten, 
bringen : 

(yH-5+xp+xp«)8 + fp^cr+cT) + pp^(y+€') -i- ay + fp« = o. (i4) 

Diejenige Cur?e der vierten Ordnung , deren Gleichung : 

y^ + 5 + xp + Xp2 = 0, 
steht hierbei in derselben Besiehung zu den unendlichen Zwdgm der Ourve , als firtther das 
System der beiden flinfpunctig osculirenden Hyperbeln Y, und Y,u 

Wenn wir von der Form der Gleichung Ci^) ausgehen , so können wir nuic dann auf 
reelle Weise zu der Form (9) zurückkehren , wenn S negativ ist. Wenn $ und somit auch 
a verschwindet, so werden, im Allgemeinen, die Werthe von ß und y, als Folge der Glei- 
chungen C18), unendlich und darum kann alsdann die Form der Gleichung (9) nicht mehr 
bestehen. In diesem Falle ergibt sich die Gleichung : 

(rM-»p+xp^)s + »p2(y+<r) + p'pV^-^O + <^p^ + »p* = », 

als äquivalent mit der Form der Gleichung (3), für die allgemeine Gleichung der Curven 5. 
Ordnung mit einer Spitze zweiter Art. Hierbei stellt diejenige Curve 4. Ordnung, deren 
Gleichung folgende ist: ^ 

y^ + xp + ip* — o , 
und welche selbst eine Spitze zweiter Art hat, den Lauf deijenigen unendlichen Zweige, 
welche die fragliche Spitze bilden, genauer dar, als die Hyperbel Y, 

Wenn auch x—o, so werden die drei Gleichungen (13) befriedigt, wenn wir «»o und 
/^2+4l3=o setzen. Dann können wir also wiederum zu der allgemeinen Form der Gleichung 
(9) zurückgehen, und zwar auf reelle Weise, wenn X negativ ist. — 

§. 6. 
AgymäpioUBn. der dritten Ordniui^* *) 

125. In denjenigen Fallen , wo wir der allgemeinen Gleichung der Curven der n. Ord- 
nung nicht mehr die folgende Form: 

geben konnten , oder wo diese Form nicht mehr eine einzige und vollkommen bestimmte blieb, 
haben wir die allgemeine Gleichung auf die folgende Form gebracht : 

ß^ßn— 2 + iwßo— a = 0. 
Dadurch lassen wir, statt der geradlinigen Asymptote P, As}inptoten der zweiten Ordnung 
durch die Function Siy in Evidenz treten. Jede besondere Bestimmung über diese Function 
Q: hat uns zu Curven der n. Ordnung mit Asymptoten von eigenthümlicher Art, namentlich 
zu Curven mit parabolischen Asymptoten und mit Parallel-Asymptoten geführt. Es ist klar. 



*) Wir nennen überhaupt Aftymptotvn der m. Ordnung solche Curven, welclie m geradlinige Asymptoten 
vertreten, niefit aber eine Curve der m. Ordnung, welche mit der gegebenen Curve bloss eine oder 
mehrere , )edoch nicht alle , Asymptoten gemein hat. 
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dass der frohere Fall geradlinig^er Asymptoten in den Falle von Asymptoten der nweiten 
Ordnung einbe^^en ist 

Wenn wir der allg^emeinen Gleidinng der Curven der fi. Ordnung auch die letzte Form 
nicht mehr geben können , oder wenn , indem ^ aufhört eine Asymptote der Curve' zu sein, 
diese Form unbestimmt wird ^ so müssen wir uns nu der nachstehenden Farm wenden : 

in welcher durch itü Factor ß^ Asymptoten der dritten Ordnung in.Bviden« treten. Alle 
frühern Fälle finden wir auch hier wieder. Die geraden Linien und Kegelschnitte, welche 
As}inptoten der Curve £2$ sind, sind es auch filr die vorliegende Curve der n. Ordnung. 
Als neue Fälle erhalten wir also nur diejenigen, in welchen die folgende identische Gleichung: 

£i^ = pfl2'+ »s 
nicht Statt finden kann , oder Statt linden kann, ohne dass p und Qi Asymptoten der Curve 
Sii sind. Einerseits particularisirt sich die Function i^ alsdann auf folgende zwiefache Weise : 

ßa = p^ 4- Aq, (2) 

. und die entsprechende Curve der dritten Ordnung , die dann weder gerade Linien iioch Ke^ 

gelschnitte zu Asymptoten hat, hat entweder semicubi-parabolische Asymptoten, 

oder sie selbst ist eine cubische Parabel und hat nur andere cubischeParabeln zu ihren 

Asymptoten. Andrerseits ergeben sich die folgenden Particularisationen der Function f2^ : 

ßa = p(p^4->.q) + ju, (3> 

03 = p* + ap -h /Jf (4) 

und die entsprechende Curve der dritten Ordnung ist eine Trident-Curve, die neben 
einer geradlinigen Asymptote solche parabolisshe Asymptoten hat , deren Durchmesser der 
geradlinigen Asymptote parallel sind, oder sie artet in ein System von drei paralle- 
len geraden Linien aus. 

Die hierdurch angezeigten vier neuen FAlle wollen wir nach einander einzeln disculiren« 

Erster Fall. 

Curven mit semicabi-pa raboli sehen Asymptoten. 

126. Die allgemeine . Form der Gleichung solcher Curven der n. Ordnung ist, indem 
wir , was im Allgemeinen erlaubt ist , Si^^^ durch 6i,-.3 ersetzen r 

= (p^+^'2)©^_3 + ^'ß;_, ^ o. (1) 

Diese Form enthält noch eine überzählige Constante. Denn, ohne weder die vorstehende 
Gleichung selbst noch ihre Form zu ändern , können wir sie , durch Einführung einer unbe- 
stimmten Constanten x , auf folgende Weise schreiben : 

und wenn wir dann, was immer auf lineare Weise Inöglich ist, x so bestimmen, dass 

^«'fi'n-a — A(2«q'+x^)©o-3 = ^(p-fa;0'p_3 + oß^^^; 
und zugleich\ der Kürze halber, 

q' + X = q 
setzen, so ergibt sich: 

ßn s (p'+Aq^)0«-3 -h f*(p+o)0'„^3 + afl«-4. ♦) (2) 

•) Wir werden in dem Folgenden die vertcliiedenen Functionen 6 und Si ab fOB p und q abhängig 
betrachten, und hierbei voraussetzen» «las« der CoolBcient der höchsten Potenz Ton q jedesmal 
gleich Eins sei. 
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Diese Form, wekhe keuie neue Reduction mehr gestattet , enÜiiUt zwei Constante weniger 
als die allgemeine Form der Function des n. Grades , nemlich f - 2 j , und ist die 

aligemeine für den in Rede stehenden Fall. 

In dem Falle der identischen Gleichung (1) werden drei geradlinige As>inptoten durch 
die semicubische Parahel : 

p^ + Xqii = o, CS) 

vertreten« Diese Parabel behalt dieselbe Beziehung zur Curve, wie wir sie auch, parallel 
mit sich selbst , nach der Richtung der geraden Linie P verschieben (eine Verschiebung, bei 
welcher der Rückkehrpunct der Parabel diese gerade Linie beschreibt). Eine besondere und 
ausgeaieichnete Becieboug zur Curve erhlüt dieselbe indess in derjenigen Lage, wo ihre Glei- 
chung in die folgende übergeht : 

p* 4- Aq2 = o , (4) 

wonach die Form der identischen Gleichung (2) sich herausstellt. 

127. Wenn wir zwei solche Puncto der semicubi- parabolischen Asymptote (3) und der 
Curve ün betrachten , welche demselben Werthe von q entsprechen und die bezüglichen 
Werthe der Function p durch p und (p«»-7i) bezeichnen, so gibt die Gleichung der Curve, 
verbunden mit der Gleichung der genannten Parabel: 

Wenn ivir q, und also auch q% unendlich gross nehmen, so wird nach der Gleichung (3) 
auch p unendlich gross und zwar in der Art, dass q^ und p-^ von gleicher Ordnung sind, 
und wir also p gegen q vernachlässigen können. Um alsdann die letzte Gleichung zu be- 
friedigen , können wir auch n gegen p vernachlässigen , weil der Werth von n durch diese 
Vernachlässigung nicht unendlich gross wird ; wir finden alsdann nemlich : 

In dem Falle der Gleichung (2) und der semicubi - parabolischen Asymptote (4), finden wir, 
indem wir /uLiUa-^a durch /[i(p-4-a)@'D^3 -f- oün— 4 ersetzen, auf gleichem Wege: 

"-"■3p^0„^--3» =iJ^^- f«^ 

12s. Aus den analytischen Entwidüungen der vorigen beiden Xummern erj^eben sich 
die nachstehenden Folgerungen. 

Die durch die Gleichungen (1) und (2) dargestellten Curveu der n. Ordnung haben un- 
endlich viele semicubi - parabolische Asymptoten, welche man nach einander alle erhält, wenn 
man eine derselben parallel mit sich selbst verschiebt. Von je zwei solchen Parabeln ist 
auch jede als As>'mptote der andern anzusehen ; ein ganz analoger Fall, wie wenn man eine 
gewöhnliche Parabel parallel mit sich selbst und nach ihr^ Durcbmesser-Richtnng verschiebt' 
Unter diesen unendlich vielen ^semirubi-paraboliscben Asymptoten ist aber immer eine, vrtU 
che mit der Curve in unendlicher Bot/erniiBg einen innigem Contact hat , und die wir zur 
Auszeichnung eine siebenpunctig osculirende nennen wollen. Für diese Asymptote, welche 
durch die Gleichung (4) dargestellt wird, ist die Ordnung des Contactes, die nach der vori- 
ge« Nummer im Aligemeinen nur ^ ist, bis | angesdegen. 

Li* dem FaUe einer gewöhnlichen semicubi - parabolischen Azymptote ändert, nach der 
Gleichung (5) , n sein Zeichen zugleich mit q ; die Curve nähert sich also ihrer As) mptote. 
je nachdem fi positiv oder negativ ist, beidesmal auf der convexen oder beidesmal auf der 
concaven Seite. Li dem Falle der siebenpiaclig •seulireiiden Asymptote zeigt die Gleichung 
(6) dass 21 sein Zeichen beibe^It, wenn q das seinige wechselt: die ziiet Zweige der Curve 

15 
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ziehen sich an den beiden ' Zweigen dieser Asymptote eineneits an der convexen und andrer- 
seits an der concaven Seite der letztern hin. 

129. Bei Curven mit semicubi-parabolischen Asymptoten, von besonderer Art, kann an 
die Stelle der siebenpunctig - osculirenden eine mehr als siebenpnnctig osculirende treten und 
diese bei Curven der n. Ordnung sich bis zu einer Stipunctig oseulirenden erheben. Hierbei 
particularisirt die Curve sich so , dass die (3ii— 7) Durchscbnittspuncte mit der osculirenden 
Asymptote, welche im Allgemeinen nicht unendlich weit liegen, allmAhHch unendlich weit 
rücken. Für jeden neuen unendlich weit rückenden Punct, steigt die Ordnung des Contactes 
lim §, so dass dieselbe für die osculirende Asymptote von | bis (n— 3) ansteigen kann. 

In dem Falle einer gewöhnlichen semicubi-parabolischen Asymptote liegen zwei Zweige 
der Curve beide auf den convexen oder beide auf den concaven Seiten dieser Asymptote. 
Rücken wir die Curve, parallel mit sich selbst, weit genug gegen die Asymptote (ort, so 
treten beide Zweige der Curve auf die entgegengesetzten Seiten dieser Asymptote hinüber. 
Es gibt hierbei eine Gräuze , bei welcher die Ordnung des Contactes ansteigt und je Bach* 

dem diese Ordnung — oder — - — ist , ist in der Gränz -* Lage ein unendlicher Zweig der 

Curve schon hinübergerttckt und der andere noch nicht : oder es rücketa bei dieser Grttnzc 
beide Zweige zugleich hinüber. 

130. Wir wollen für Curven der 4. Ordnung die verschiedenen möglichen Fälle zusam- 
menstellen und da diese Curven ausserdem immer noch eine reelle geradlinige Asymptote 
haben , auch in Beziehung auf diese die verschiedenen Ordnungen des Contactes unterscheid- 
den. Hiernach erhalten wir das Schema der nachstehenden Gleichungen, mit der nothwen^ 
digen Anzahl von Constanten, die nach jeder Gleichung bemerkt ist. Von den beiden vor 
jeder Gleichung stehenden Ziffern bezeichnet die erste die Ordnung des Contactes für die 
semicubi -parabolische Asymptote und die zweite die Ordnung des Contactes für die geradli- 
nige Asymptote, beidesmal nach der Anzahl der unendlich weit entfernten Durchschnitts- 
puncte. 

7,2 (p^+^q^r + iMCp+a)s + (t - o, [12] 

. ,3 (pM*q2)r + A<(p+«)(r+i?} 4- a =«= o, [11] 

.,4 (p^+^^jr + iu(p+a)r + a = o, [10] 

8.2 (p-'+Aq'>r + A'(P^+>'S) « o, [11] 

9.3 (p^+Aq2)r -f- /«s = o , [10] • 
. ,4 (p'-l-^')r + iM(r+/9) =: 0, [0] 

10.3 (pM-Aq2)r 4- MP+«) « o, [9] 

12.4 (p^+Aq=)r + ;« = o. [8] 

131. An das Schema der vorigen Nummer knüpfen sich mehrere Bemerkungen an, die 
einer Verallgemeinerung fähig sind. Es gibt keinen Contact einer Curve der 4. Ordnung 
und ihrer semicubi-parabolischen Asymptote, welcher von der zweiten Ordnung oder nrit 
andern Worten ein elfpunctiger ist Bei einer Curve der n. Ordnung überhaupt istjedo 

Con'act - Ordnung - möglich, wenn wir durch h eine beliebige ganze Zahl bis (3ii-^5) be- 

zeichnen , mit der einzigen Ausnahme, dass h nicht gleich (3fi — 0) und also die Ordnung des 
Contactes nicht gleich (n— 2) sein kann. Es rücken beim üebergange von der Gleichung: 

(pa+Xq^fla_3 + /«(p-H«) « 0, 
zu der Gleichung: (p'-HAq^)ii,_-3 ^* u « o, 

die letzten beiden Durchsehnittspunet« beide unendlich weit; und dass es keinen 
gibt folgt daraus, dass die Gleichung der Curve hieAei nur eine Gonstante verliert. 
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Der Bridaningsgnmd dieses analytischeH Resultats ist hier wiedemoi derselbe als der- 
jenige y den wir dafür erhalten haben , dass eine Curve der it. Ordnung neben ^wei npun- 
ctig osculireoden geradlinigen Asymptoten keine dritte (fi — l)punct]g osculirende ha)>en kann. 
Nor liegen hier diese drei Asymptoten unendlich weit , dem analog , wie in dem Falle einer 
gewUhnliehen parabolischeii Asymptote zwei geradlinige Asymptoten unendlich weit liegen. 
98 steht also auch hier der Sats der 9. Nummer im Hintergründe. 

198. Die in der vorletssten Nummer aufgezählten möglichen Fälle können wir auch aus 
dem allgemeinen Schema fttr die bei geradlinigen As>inptoten möglichen Fälle in der 29. 
Nummer ableiten; und diess gilt allgemein für Curven von einer beliebigen Ordnung. Wir 
brauchen nur zu diesem Ende die semicubi - parabolische Asymptote , wenn sie bezüglich 

SApunctig , &h + l)pulictig , (3A+2)punctig 

osculirty durch die Symbole: 

hh h A+1 h h A+1 A+1 h 

darzustellen. So kann, zum Beispfel, neben einer lOpuncfig osculirenden semicubi - paraboli- 
schen Asymptote y der hiernach das Symbol 433 entspricht, wenn die Curve bloss von der 
4p Ordnung ist, weder eine gewöhnliche noch eine vierpunctig osculirende geradlinige 
Asymptote vorhanden sein , weil die beiden Symbole : 

433.2 433.4 

«amöglich sind , sondtni die feradlinige Asymptote osculirt immer dreipunctig ^ Bern Symbol 

433.3 
MlBprechend. 

Die eben bezeichnete Symbolisations - Weise der osculirenden semicubi - parabolischen 
Asymptote ist überall statthaft, was für Asymptoten nebenher auch noch vorhanden sein mö- 
gen. Beispielsweise will ich die verschiedenen möglichen Fälle zusammenstellen, die bei Cur- 
ven der 5. Ordnung , welche neben einer semicubi-parabolischen Asymptote eine gewöhnliche 
pärabofisehe Asymptote haben. Statt finden können. Wir müssen uns hierbei erinnern , dass 
eine akpimctig oscuiiirQnde Parabel dem Symbol h k und eine (2A4-l)punelig oscnlirende dem 
Symbol Ah-1 k enisprieht. Vor jeder Gleichung ist das entsprechende Symbol, nach jeder 
Gleichung die Anzahl ihrer Oonstanten bemerkt. 

S2S,3fl Cp^+iq^JCr^-HJS) + /w(p+«)(r+i?)t + ^w « o , *) [17} 

■ 33 + iw(p+a)(r^(8+;)) -4- pw = 0, [16] 

• 43 + /*(p+a)(r2+or{s+C)) + qw, [15] 

»44 i + /<(p+a)(r24-as) 4- gw, [14J 

• 54 + M(p+«)(r2+(JSJ + 9Cr+ß) = o, [13] 

• &5 .....+ iu(p+a)(r2+cjs) -h c> = o , ' [tH 

588.32 lpM-A^^)(r-h«as) + /i(p^dt)(r-f/?) -f (Kp+«) « o, [16] 

333.33 (p^+AqOCr^+as) + ^tu + p = o , [15] 

» dS • + /u(r+/8)u + p = o , [14] 

» id .....+ iuCr^-fos) + pw =s o, [13] 

»54 + iM(r=-l-as) + (»(r-f/S) = o, [12] 

»65 + /i(r^os) + p = , [11] 

488^8 (p^iq'Xr^+os) + jii(p-fo)u + p = o, ' [14] 

»43 + iM(p+a)(r+iJj + p « 0, [13] 

443,88 (pHAq2Xr«+os) + fiit^-ii) =- o , [13] 



ki^ü^ 



*) Auf d«ti' Aoidnick (f)-fcn)y welcher eine uberaahlige Con Staate eiaschlietiil , lind nur cHejeniges 4 
G«iutaiii«n SU reolmeB', ytk wtlchcn die besuglidbe Parabel abhäogt 
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444,44 (p'+Aq*)(r»-HFg) + fit = o , [lÄ] 

. M + /*(r+iff) " 0, tll] 

544,44 (p3+^q2)(^+as) + /w(p-i-a) = o , [11] 

555,55 (p*+Xq2)Xr^-HFS) + f* = o. [10] . 

133. Als letztes Beispiel wollen wir die Cunren der 6. Ordnung mit awd Gruppen 

semicubi-parabolischer Asymptoten behandeln, nns hierbei indess auf die symboUsehe Darstellung 

der 30 verschiedenen möglichen Vftlle beschr&nken. Es ergibt sich hier das folgeadeSchema : 



322,322 


332,332 


433,433 


332, » 


333,333 


443, » 


333, » 


433, » 


444,444 


433, » 


443, » 


544, » 


443, » 


444, » 


554. » 


444, » 


544, » 


544,544 


544, » 


554, » 


555,5d5 


554, » 


555, » 


655, » 


555, » 


655, n 


dSÜß £t£t£t 


655, » 


666« * 




666, » 







Wir, erhalten die Ordnung der Annäherung der Curve an die durch eines der vorste- 
henden Symbole bezeichnete semicubi- parabolische As>7nptote, wenn wir die drei Ziffern die- 
ses S>inbols addiren , von der Summe 5 abziehen und dann durch 3 dividiren. Ftr die bei- 
den Asymptoten kann hiernach zugleich bestehen die Ordnung f mit der Ordnung |, 1 bis 
3) und 4$ ; ilberdiess die Ordnung 1 nur mit der Ordnung 1, die Ordnung 1\ mit den Ori^ 
nungen 1§ bis 3| und 4|; 1} mit If und 2; 2} mit 2^, 2| und 3; 2| mit 2f ; S$ mit 8( 
und 3|; endlich ^ mit 4$. 

134. In dem allgemeinen Falle semicubi - parabolischer Asymptoten gibt es neben do- 
einzigen siebenpunctig osculirenden semicubischen Parabel, unendlich viele andere sieben und 
auch achtpunctig oscuiirende andere Asymptoten der dritten Ordnung. Der Klne 
halber MoUen wir uns liier auf Curven der vierten Ordnung beschriUiken« 

Die allgemeine Gleichung der 130. Nummer kitnnen wir immer, durch Einfttbrung zweier 
überzahligen Gonstanten , auf folgende Vorm bringen : 

{p' + ^H^ + P(p+*}(r 4- Mp-fa)s + <r = 0, (1) 

und dann tteten die durch folgende Gleichung : ... 

p3 ^ Aq2 + ^(p+<T) = , (2) 

bei willktthrlicfaer Annahme von g und ^, dargestellten Curven der dritten Ordnung, als 
siebenpunctig oscuiirende Asymptoten statt der semicubischen Pii*abel : 

p3 -f- ^2 = o, 

mit der sie ebenfalls einen siebenpunctigen Contact haben, in Evidenz. 

Mir können g immer so bestimmen, dass die Gleichung Atr Curve naehstehende Form 
annimmt: ... 

jp^ + Aq^ + p(p-h<^)}r + /t(p*4-ff8) =0. (3) 

Dann steigt der Contact der Curve mit ihren Asymptoten (2) m einem achtpunctigen, 
und da hierbei d noch überzählige Constante bleibt, gibt es |in endlich viele solcher 
achtpunctig osculirenden Asymptoten der dritten Ordnung. Aber im Aligemeinen können wir, 
durch keine Bestimmung jener überzähligen Constanten S ^ den Contact der Curve mit einer 
dieser Asymptoten zu einem neunpunctigen ansteigen lassen. Diess kann nur dadurch gesche- 
hen, dass die zweite Potenz von p aus dem zweiten CHfede der letzten Gleichung ansnüU. 
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Die Fem dieser Oleichuag, Vielehe dann folgende wird: 

jp^ +.Aq2 4- pCp+*)}r + /"« = o, (4) 

zeigt, das8 es nach dieser PiarticiiJarisation unendlich viele neunpunctig osculirende 
As>iDplotea der dritten Ordnang gibt , welche , wie früher die achtpnnctig osculirenden, bei 
willkührlicher Annahme von i durch die Gleichung (2) dargestellt werden. Dann aber be- 
findet sich anter den unendlich vielen neunpunctig osculirenden As}inptoten eine aehnpun* 
ctig osodirende; dieser entspricht eine solche Annahme von ij durch welche die vorste- 
hende Gleichung die folgende Form annimmt: 

{p* + Aq2 H- p(p+<r)}r -V- ^1(^4-«) = o. (5) 

Wenn endlich , durch eine neue Particularisaäon, die letzte Gleichung in folgende sich ver- 
wandelt : 

{p^ + Aq^ 4- (»(p+*)}r + itt == 0, C6J 

so gibt es, unter den unendlich vielen neunpunctig osculirenden Asymptoten statt einer zehn- 
pundig osculirenden eine z wtflf punctig osculirende. Wir sind auf diesem Wege .zu den fol- 
genden Resultaten gelangt , für die in dem Frtthem noch keine Analogie sich gefunden hat. 
Die Curven vierter Ordnung mit semicubi-parabolischen Asympto* 
ten haben, im Allgemeinen, unendlich viele achtpnnctig osculirende 
Asymptoteli der dritten Ordnung, aber unter diesen keine neunpunctig 

('47 \ 

— ^ 31 Constanten 

abhangen, gibt es unendlich viele neunpunctig osculirende Asymptoten 
der dritten Ordnung, und unter denselben eine zehnpunctig osculirende. 
Und endlieh kann. noch in einem untergeordneten Falle diese zehnpun- 
ctig osculirende Asymptote durch eine zwolfpunctig osculirende ver* ' 
treten werden. 

Jede der fraglichen A8)*mptoten der dritten Ordnung hat , wenn sie eine mpunctig oscu- 
lirende ist, mit der Curve einen Contact derf -^ j. Ordnung. 

Zweiter Fall. 

Curveu mit Trident-Gurven als Asymptoten. 

13&. Die allgemeine Gleichung solcher Curven der n. Ordnung ist die folgende: 

(P(p'+^q)+^)0n-3 + Oßn-a = 0, (1) 

oder auch die folgende: 

P(p^+^q)0ii~3 + 'yß,»-» = 0, 02) 

wenn wir statt der Trident-Curve eine gewöhnliche Parabel und einen ihrer Durchmesser in 
Evidenz bringen« Aber es ist weder die Parabel noch ihr Durchmesser, und also auch nicht 
die Trident-Curve« eine jMynptote der Curve. Wir überzeugen uns hiervon sogleich, wenn 
wir die letzte Gleichung unter nachstehenden Formen schreiben : 

'""""" (P^^)ö«-3' 
(p^H..,) « - - ife. 
Die erste Form zeigt , dass die Gleichung der Curve befriedigt wird , wenn wir q=aD und 



p gleich eber endlichen GJtisse f^— j j nehmen. Aus der zweiten Form folgt , dass wir 
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um dieselbe Gleichung: zu befriedigen, q undp^ als imemUieh fuim und von derselbes Ord- 
nung betrachten können, wonach alsdann für den Ausdruck (p^+Aq) ein Werth sich ergibt, 
der zwar unendlich gross , aber nur von der Ordnung i ist • Der geraden linie P nähert 
sich hiernach die Curve nur bis auf einen endlichen Abstand, sie bleibt von der Parabel: 

p« + ^q =« o (3) 

ebenEalls in einer endlichen Entfernung, weU sie von ihr, nach der Richtung ihrer Durch* 
messer um einen unendlidi grossen Abstand , der mit p von derselben Ordnung ist , entfernt 
bleibt. Wir sehen hieraus , dass die gerade Linie P , so wie auch die Parabel (8) , nach 
gehöriger Lagen - Aenderung , Asymptoten der Curve der n. Ordnung werden. 

Wir können die gerade Linie P und die Pari|bel (3) auf unendlichmaKge Wdse, paral- 
lel mit sich selbst, verschieben, ohne dass die Gleichung (2) ihre Form ändert Fähren wir 
nemlich zwei willkübrliche Constanten y und J ein , welphe durch die Bedingungs-Gleichung : 

y 4- 2J « o 
mit einander verknttpft sind, so können wir die Gleichung (2), indem wir derKflne wegen, 

setzen , auf die folgende Weise schreiben: 

(p+y)((P+^)'+^)ßi.-^ 4- o ß'.-i = o. 
Setzen wir hiernach, was immer erlaubt ist: 

p + y = p if+dy + Xqs p'2 + Vq% 
so ergibt sich die folgende Gleichung: 

p'(p'2+Vq )©„«3 + O'ii'n^, := O , (4) 

weldie , in der Form , genau mit der Gleichung (2) übereinstiannt. 

Die Gleichung (2) enthält noch zwei flberzählige Constanten. Die eine derselben fidlt 
aus, wenn wir in der letzten Gleichung y so bestimmen, dass 

und dann kommt, mit Hinweglassung der überflüssigen Accente: 

p(p2+Xq)0a-3 + it*Cp+a)0'n-3 4- (>flo-4 = <>. (5) 

Um die letzte überzählige Constante fortzuschaffen , können wir die vorstehende Glei« 
chung, durch Einführung einer neuen unbestimmten Constanten x, auf folgende Weise schreiben : 

pCp^4-^(q+x))0n-3 4- Mp+a)0'n-^ *- Xxp©,.^ 4- pfla-4 = 0, 
und dann x so bestimmen, dass 

Hiemach ergibt sich, wenn wir q an die SteUe von (q4-x) schreiben, und die Accente un*- 
terdrficken : 

P(p'+^q)0i»-^ 4- A*(p^4-ys) 01,-4 a (p+Oön-s 4- (>&-« ^ o. (9) 

Diese letzte Gleichung enthält die nothwendige Anzahl von Constanten, nemlich 

136. Wir überzeugen uns ohne Mühe davon , dass , wenn wir die Formen der beiden 
Gleichungen (5) und (6) zu Grunde legen, die gerade Linie P eine Asymptote der beztg- 
liehen Curven ist, und dass die Parabel, deren Gleichung: 

p* -♦• Aq = o (7) 

eine Asymptote dieser Curve ist , und zwar, ia dem FaUe der Gleichung (5), eine beliebige 
aus der Reihe der unendlich vielen vierpunctig osculirenden, und in dem FaUe der Gleichung 
(6) die einzige fünf punctig osculirende, welche in dieser Reihe sich befindet 

Auf der geraden Linie P liegen drei Durd^schnittspunote mit jder Curv;e unendlich weit 
und dodi ist diese gerade Linie nur eine gewöhnliche Asymptote. Die Parabel (7) ist in 
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dem Falle der Gleicbung (5) nur eine vierpunctif oscnlhrende Asymptote , und in dem Falle 
der Gleicknng' (6) nur eine fttnQ^nnetig osculirende, obgleich einmal fünf und das andere 
Mal s'eclis Dnrchsdinitlsinmete mit der Cunre unendlich weit liegen. Hieraus folgt, dass 
sowohl die geradlinige Asymptote als jede der parabolischen Asymptoten, welche an swei 
onendiichen Zweigen der Cvrve sich hinziehen , ausser der Berührung mit dem einen dieser 
beiden Zweige, nach noch von dem andern derselben, in einem, dieser Berührung fremden, 
Puncte gesehnitten werden. Gnrven mit zwi» parallelen Asymptoten haben uns schon ana- 
löge Benehmigen dargeboten. 

137. Es kann in untergeordneten Fällen der Contact der Curve mit der geradlinigen 
Asymptote von einem gewöhnlichen bis zu einem (n--l)punctigen ansteigen, und ebenso der 
Contact mit der parabolischen Asymptote bis zu einem (2fi — l)punctigen. Alle zwischenlie» 
genden Fälle sind möglich und die Ordnungen des Contacts mit der' geradlinigen und para- 
bolischen Asymptote beschranken sich gegenseitig auf keine Wdse. 

138. Um zu particularisiren , wollen wir zuerst den Fall der Curven 4. Ordnung be- 
traditen. Diese Curven haben notbwendig noch eine zweite geradlinige Asymptote , und in 
der Aufzählung der einzelnen möglichen Fälle, wollen wir auch auf dieser' zweiten Asymptote 
die Ordnung des Contactes berücksichtigen. Wenn wir , wie in der 82. Nummer : 

p^ + ^ s II 
setzen und die Ordnung des Contactes ^er bezüglichen Parabel mit der Curve durch die An* 
zahl der unendlich weit liegenden Puncte , und diese Anzahl durch eine römische Ziffer aus- 
drücken, so stellt sich das folgende Schema heraus: 

V 2. 2 pJIr + A<(p'4-ys) = o , [11] 

» » 3 » -4- /lg es o, [10] 

» » 4 • + iM(r-fo) = 0, [9] 

» 3. 2 pJIr H- /ip^ 4- op + (» = o , [10] 

VI 2. 2 pilr + M JI + «yp + ^ = o , [10] 
»^ 3. 3 pJIr + op + p = o, [9] 

VII 2. 2 pJ7r 4- f*ll + p = 0, [9] 
» 3. 4 p/lr 4- 9 « o. [8] 

139. Für die Curven der 5. Ordnung, welche im Allgemeinen ausserdem noch zwei 
geradlinige Asymptoten haben, ergibt sich das nachstehende Schema, wenn wir auf die mög- 
liche Unterscheidung dieser weiter keine Rücksicht nehmen. 

V 2. 22 pHrs + f«(p^+yt)u + a(p+0 « o , [17] 
» 3. 22 » + MP(P+«)« + ow = o, [16] 
■ 4. 22 »4- A<p(p+«)u 4- o(p+0 » 0, [tS\ 

VI 2. 22 pJIrs 4- A<(/l4^)u + ow «* o , [lOJ 
» 3. 22 ' p/2(r*4-«) 4- fjt(f+ä}u 4- C = o , [16] 
•• 4. 22 » 4- jMpu + C « o, [14] 

VII2. 22 pJIrs 4- iwHu + aw *= o, [15] 

» 3. 2Sr pn(rs4-x) 4- A«(p'+yt) « o, [14] 

» 4. 22 » 4- A<p^ 4- <yp + ^ « o; [13] 

VI1I2. 22 pHrs 4- fiUu + <t(p+0 * o, [14] 

» 3. 22 p/I(rs4-x) 4- A</I 4- o(p4-0 = o, [13] 

» 4. 22 » 4- rT(p4-0 ^ », I^^l 

IX 2. 22 p/Irs 4- ßiHu 4- C = o, [13] 

» 3. 22 fHin^x) + /i Jl + C « o , [12] 

» 4. 22 » 4- C «^. [l^J 
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140. Wir können auch Trident-Curven «Is Asymptoten der Curven itr fraglichen Art 
in Evidens bringen and jswar können wir in dem allgemeinen Falle jedesmal eine solcbe 
Trident - Cun'e bestimmen , welche mit der gegebenen Curve in unendlicher Entfernung noch 
einen Durchscbnittspunct mehr hat, als das System der geradlinigen Asymptote und der 
fiinfpunctig osculirenden Parabel, und hiemach also mit ihr in einem xehnpimctigenContact 
^teht. Der neue, sehnte Punct kanii aber entweder auf der geradlinigen Asymptote oder der 
parabolischen . unendlich weit liegen, wonach sich zwei verschiedene zehnpunctig 
osculirende Trident -Curven herausstellen: eine Relation, die in dem Vofheige- 
henden keine Analogie findet. 

Zur Eiiauterung wollen wir zunächst die Curven der 4, Ordnung betrachten. Indem 
wir, der Kürze * wegen : 

p/2 + X = r 
setzen , können wir , bei gehöriger Bestimmung von x , der allgemeinen Gleichung der frag- 
lichen Curven dieser Ordnung (der ersten Gleichung des Schemas der 138. Nummer) nach 
einander auch nachstehende beiden Formen g^beu: 

Tr+/iiTl + (xp -h p = o, 
Tr+fif' + ap + (> = 0. 
Beidesmal hat die Trident-tCurve T mit der Curve in unendlicher Entfernung einen zehn- 
pnnctigen Contact; in dem ersten Kaile aber ist die Ordnung der AnnAhertmg an die beiden 
parabolischen Zweige J und an den hyperbolischen Zweig 1, während in dem zweiten Falle 
die Ordnung der Annäherung an die beiden parabolischen Zweige 1 und an deiL hyperboli- 
schen Zweig 2 ist. 

Bei Curven der. 4. Ordnung von besonderer Art gibt es eine Trident>Curve , welche mit 
diesen Curven einen elf pnnctigen Contact hat, und zwar gibt es hier zwei verschiedene 
Falle , denen die folgenden beiden Gleichungen , mit 11 Constanten entsprechen : 

Tr 4- ^ill + CT =s 0, ' 

7r 4- /t^p + <y «= o» 
In dem ersten Falle ist die Ordnung der Annäherung an die beiden .parabolischen Zweige 2 
und an den hyperbolischen Zweig 1 , in dem zweiten Falle an • die beiden (farabolischen 
Zweige | und an den hyperbolischen 2. Endlich gibt es noch einen einzigen Fall, in wel- 
rhea der Contact ein zw#lf pnnctiger und die Ordnung der Annäherung für die paraboli- 
schen Zweige wie für den hyperbolischen gleich 2 ist. Diesem Falle entsprichf. die folgende 
Gleichung mit 10 Constanteu^ 

Tr + u = o. 
141. Fiir 'Curven der & Ordnung, erhalten wir das nachsteheifde Schema, in welchem 
wir vor jeder Gleichung die Ordnung der Annäherung fiir die paraboUschen Kweige in Klam- 
mern und daneben die Ordnung der Annäherung für den hyperbolischen 2^eig bemerkt haben. 
Auf die übrigen an der Trident-Curve sich nicht hinziehenden Zweige haben wir keine Rück- 
sicht genommen. 

Zehnpunctig osculirende Trident-Curve. 17 Con^tanten. 

(i) 1 Trs + /ffn+yp^i + CTW = o, - 

(1) 2 7Vs + /ip(p+a)u + aw = o, 

Ellfpunctig osculirende Trident-Curve. 16 Constanten. 

(2) 1 Trs + ßHu + aw == o, 

(i) 2 rCrs+x) ^ iu(p+«)« + 5 = 0, 

(1) 3 Trs + /up(p-|.£i)u + a(pH-r) = o. 
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Zwölfpunctig osculirende Trident-Curve. 15 Constanten. 
(j) 1 Trs + finu + a(p-fO = o, 

(2) 2 IXrs+x) + A«(p'+yt) = o, 
(j) 3 r(r»-|-x) 4- /upu + ? = 0. 

Dreizehnpunctig^ osculirende Trident-Curve. 14 Constanten. 

(3) 1 Trs + /nRn + ^ = o , 

(3) 2 r(rs+x) + fin + a(p+0 = , 

(2) 3 T(ts+x) + /ip2 ^ ap + p = 0. 

Vierzehnpunctig osculirende Trident-Curve. 13 Constanten. 

(3) 2 T(r8+x) + fin + C = 0, 
(i) 3 r(rs+x) + a(pH-0 = o. 

F tt n f 2 e h n punctig osculirende Trident-Curve. 12 Constanten. 
(3) 3 n[rs+x) + C =^ 0. 

Wir überzeugen uns leicht, dass überhaupt, bei Curven einer beliebigen n. Ordnung, 
die Ordnungen der Annäherung der parabolischen Zweige und des hyperbolischen unabhän- 
gig von einander, jene durch jede beliebige halbe, diese durch jede beliebige ganze Einheit 
hindurch ,. bis zu (n — 2) ansteigen können. ' 

Dritter Fall 

Curven mit cub i-parab olischen Asymptoten. 

142. Die allgemeine Gleichung solcher Curven irgend einer n. Ordnung ist , bei über- 
zähligen Constanten, die folgende: 

(p'+A'q )0D-3 4- va^2 = o , (1) 

vobei die cubische Parabel: 

p3 + x\' := o, (2) 

eine Curve dritter Ordnung, die mit der gegebenen Curve drei gemeinschaftliche Asymptoten 
hat , vertritt Die beiden Curven schneiden sich nur in (SR— 6) Puncten , weil sie in unend- 
licher Entfernung einen sechspunctigen Contact haben. Ohne weder die vorstehende Glei- 
chung (1) noch ihre Form irgendwie zu ändern , können wir die lineare Function X'q' mit 
jeder andern linearen Function vertauschen und insbesondere auch gleich Nidl setzen, wobei 
alsdann drei zusammenfallende gerade Linien die cubische Parabel (2) vertreten. Diesem 
entspricht die folgende Gleichung: 

von der wir ausgehen wollen. Diese Gleidiung können wir, nadi Einführung einer will- 
ktthrlichen Function itq mit drei unbestimmten Constanten , auf folgende Weise schreiben : 

(pH^Xq)0n-J 4- ivSin^ — Xq0a-3) - 0, 

und dann, wenn wir den einzigen Fall ausnehmen, dass 

immer auf lineare Weise jene drei Constanten so bestimmen , dass aus dem umklammerten 
Ausdrucke in der Gleichung der Curve diejenigen Glieder, weiche q^-s^'pqB^^ nnd q«""^ ent* 
lialten ausfallen, wonach: 

vQ,^, - i,0,^3 = n'^:^, + ppß:-4 + ^^»14» 

S PL"pßi-4 + (»ß«-4^ + ^^ni^ ' 
S p[iW(p+«)0»-4 + ^ßn-s] 4- oSi'^^j 

s f4p(p+a)0B-4 + oSio^; 

16 
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und hieruach ergabt sich für die allgemeine Gleichnng der fraglichen Curven : 

(p^+Aq)0,.-3 4- /«p(p+a)0a-4 + «'ßn-* == o. (3) 

Die Anzahl der Constanten in dieser Gleichung ist die nothwendige und hinreichende , sie 
beträgt: ii(»-f3> ^ . 

2 
143. Die durch die Gleichung (3) dargestellte Curre wird ven der in Evidenz treten- 
den cubischen Parabel; 

p5 + Aq = o, (4) 

nur in (3fi— 10) Puncten geschnitten , weil 10 Durchschnittspuncte unendlich weit liegen. 
Der Contact ist also , indem die Parabel (4) an die Stelle der Parabel (2) getreten ist, von 
einem sechspunctigen zu einem z e h u punctigen angestiegen. Dieses Ansteigen in der Ord- 
nung des Contactes müssen wir noch naher ins Auge fassen. Zuvorderst ist klar, dass die 
neue Parabel (4) wirklich eine Asymptote derGurve ist, denn, um die Gleichung dieser Curve 
zu befriedigen, können wir p^ und q als unendlich gross und von derselben Ordnung be- 
trachten ; alsdann kommt : 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Ordnung der Annäherung der Curve an die cubische Para- 
bel (4), wenn wir diese Annäherung nach der Erstreckung der geraden Linie P nehmen, 
von der Ordnung | ist 

Verschieben wir die ciAische Parabel (4) parallel mit rieh selbst und nach der Richtung 
von P so , dass für ihre Puncto der Werth von q um irgend eine Constante x abnimmt , so 
hat sie in ihrer neuen Lage naciistehende Gleichung: 

p^ + A(q+x) =:= o, (5) 

und wenn wir ii6 beiden für denselben Werth von q aus den Gleichungen (4) und (5) sich 
ergebenden M^ertha von p bezüglich durch p und (f+ß) bezeichnen, so kommt ^ 

Cp+Z^j' — f^ + ht = 0, 
und mithin , wenn diese Werthe immer mehr wachsen : 

ß ^ — JA)f.p-2 « ixXiq^. 

Dieselbe Parabel bleibt also nach einer Verschiebung der angezeigten Art, in allen ihren ver- 
schiedenen Lagen , ihre eigene Asymptote und zwar ist die Ordnung der Annäherung |. 
Wenn andrerseits der Abstand eines gegebenen Punctes von der Parabel (4) , nach der Er- 
streckung von P genommen, ein unendlich Kleines der m. Ordnung ist, so steigt die Ordnung 
der absoluten Annäherung dieses Piuctes an dieselbe Parabel um |, so dass die Annäherung 
der Curve (3) an die zehnpunctig osculirende cubische Parabel (4) von der 1> Ord- 
nung ist Ihre Annäherung an eine beliebige der Parabeln (5) ist also von der Ordnung 
I ; und entspricht einem neunpunctigen Contacte. Wenn hiemach eine Curve von beliebiger Ord- 
nung überhaupt eubisehe Parabeln zu Asymptoten hat, so gibt es unendlich viele solcher 
Parabeln (die man alle erhält, wenn man eine beliebige derselben parallel mit sich selbst 
und nach der Richtung von P verschiebt), welche unter sich und mit der Curve einenneun- 
punctigcQ Contact haben , während, für eine einzige derselben, der Contact hoher ansteigt 
Die cubische Parabel ist alsdann als eine Curve dritter Ordnung zu betrachten, auf deren 
jeder Asymptote drei Durchschnittspuncte mit der Curve unendlich weit liegen. 
Fig. 9. Eine cubische Parabel bleibt auch dann noch ihre eigene Asymptote , wenn wir sie so 
umgestalten, dass ihre Gleichung (4) in die folgende übergeht: 

p^ + ^(q+yp+'^) = P* 4- Aq = o, (6) 

in der X und z zwei willkflkrliche Constanten bezeichnen. Hiemach kann nicht nur der 
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Wendimg^anet <er Farabd jede beliebige Lage auf der geraden Uaie P eiimdiineii , soki- 
dern aacb die Tangente in diesem Wendungspuncte, welche nrsprilaglich mit der Linie Q 
znsanmenfiült , um den Wendungspunct , beliebig sich drehen« Bei analoger Beseichnung wie 
eben, inden wir: 

und also ist hier die Ordnung der Annäherung bloss {. Dasselbe ist die Ordnung der An- 
näherung der Curve (3) an jede der Parabeln , welche , bei einer willkührlichen Annahme 
Ton X und y^ durch die Gleichung (6) dargestellt werden. Der Contact ist ein achtpun- 
c t j g e r y weil je zwei der Parabeln (6) in einem einigen Puncte M sich schneiden. Zieht 
man die Gleichungen derselben von einander ab j so ergibt sich , dass dieser einzige Durch- 
srhnittspuiict auf derjenigen geraden Linie liegt, welche durch den Durchschnitt G der beiden 
Tangenten in den Wendungspuncten der beiden Parabeln , parallel mit der geraden Linie P 
gelegt werden kann. 

Wenn* wir femer die Parabel (6), parallel mit sidi selbst und mit der Linie P, ver- 
schieben , wonach ihre Gleichung die folgende Fonn annimmt: 

(p+7i)* + XCq-fxp^-x) a= , (7) 

so ist die Grösse dieser Versdiiebung das Maas» itr Annäherung an die Parabel (4), sc^ 
wie an die Curve (S). Die hiernach, bei beliebiger Annahme von n^ p und x, durch die 
Gleichung (7) dargestellten Parabeln sind also keine Asymptoten der Curve mehr, doch bleibt 
die Annäherung nach in unendlicher Entfernung eine endliche. Der Contact aller solchen 
Parabeln unter sich und mit der Curve (8) ist als ein siebenpunctiger zu bezeichnen. 

Wenn wir endlich in der letzten Gleichung dem constanten Coeffidenten k einen andern 
Werth beilegen y so stellt die resultirende Gleichung: 

(p+«)» + X'q =0, (8) 

eine solche cubische Parabel dar, welche in anendlicher Entfernung unendlich weit von der 
ursprünglichen Parabel (4) und der Curve (3) sich entfernt« Dann können- wir den Contact 
als einen sechspunctigen bezeichnen. Auf den Werth von n kommt es hierbei gar nicht 
an. Wir können auch 7i=o setzen ; dann schneiden sich bloss irgend zwei der in Rede ste^ 
henden Parabeln, in solchen drei Puncten, die in gerader Linie liegen, während, im Allge^ 
meinen , die drei Durchschnittspuncte jede beliebige Lage haben können. In diesem letztem 
Falle nur — und auch nicht in dem Falle der Gleiciqpng (7) — ist die Parabel (8) als eine 
solche Curve dritter Ordnung anzusehen , welche mit der gegebenen bloss drei gemeinschaft- 
liche Asymptoten hat 

144. Wir können, nach dem Vorhergehenden, der allgemeinen Gleichung der Curven 
der n. Ordnung mit cubi-parabolischen A8>nDptoten, nach einander die nachstehenden Formen 
geben : 

(P*+Aq)0o-^ -h fl(p^(»r)e^n-3 + ofln-4 = »f 

(p^+^q>0ii-a + /ip(p+al0^n-^ + aÜn-4 = o , 
(P^^)0o-o + f«(p+o)0||-3 4- oOm^^ = 0, 

(p*+^)0«-3 -♦- fiif^-Qt)&u-^ + oßtt-4 = O, 

(pH^^)0n-.a -h /up(p4-a)e„-4 -h Oflo-^ = O. 

Hierbei steigt der Contact der Curve mit der in ihrer Gleichung in Evidenz gebrachten cu- 
bischen Parabel von einem sechspunctigen stufenweise zu einem zehnpunctigen an. E» 
muss dieser Contact mindestens ein siebenpunctiger sein, wenn die cubische Parabel eine 
Asymptote der Curve sein soll. 

145. In untergeordneten Fällen kann die Curve unter den unendlich vielen neunpunctig 
osculirenden Parabeln , die man alle durch parallele Verschiebung einer unter ihnen erhält, 
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statt der zelmpuncti^ osculirenden eine mehrpitnctig^ osculirende sich befinden , und fAr diese 
der Contact bis zu einem 3iipiinctigen ansteigen. Für jeden neuen Durchsciinitts - Punct der 
unendlich weit rttckt , steigt die Ordnung des Contattes um } , indem die Gleichung^ der 
Curve eine ihrer Constanten verliert. Hat also die Curve eine mpunctig osculirende cubi- 
parabolische Asymptote — und m kann durch jede Einheit hindurdi bis zu der eben ange* 

zeigten Grenze wachsen — so ist die Ordnung der Annäherung: f ~ — \ und ihre Glei- 

~-^ — > -^ (m — 6) j Constanten« Je nachdem m eine ganze Zahl von der 

Form Zg , (3j^+l) oder (3jr+2) ist > ergeben sich fUr die Gleichung der Curven die nächste- 
henden Formen mit einer überzähligen Anzahl von Constanten: 

(p^+^)fti-3 + /i(pH-^r)0n^-i 4- aSta^g^t = o, 

(p^+^q)ßn-3 + /tpCp+ajön-g-i + Ofln^-i = O, 
(P^+^q)iQn-3 + f« (P+a)0iu-«-i + Oßa-g^a =0. 

146. Wenn zwei cubische Parabeln unter einander einen mpnnctigen Contact haben, so 
schneiden sie sich , je nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet j in einer unge- 
raden oder geraden Anzahl von Puncten, und demzufolge liegen die beiden unendlichen Zweige 
einer {luf der entgegengesetzten oder auf derselben Seite der andern» In der 9. Figur sind 
zwei einander achtpunctig osculirende cubische Parabeln zusammengestellt. Die beiden no» 
endlichen Zweige der Curve der n. Ordnung liegen auf derselben Seite ihrer sie neunpun- 
ctig- osculirenden cubischen Parabeln. Verrücken wir diese Parabel bis zu derjenigen Grftnz- 
Lage , wo ihr Contact mit der Curve höher ansteigt, so liegen die beiden Zweige der Curve 
auf entgegengesetzter oder auf derselben Seite dieser Parabel , je nachdem eine gerade oder 
ungerade Anzahl von Durchschnittspuncten unendlich weit liegt. 

147. Um zu particularisiren , wollen wir uns auf die Curven der 4. und 5. Ordnung 
beschränken. Die Curven der 4. Ordnung , welche cubische Parabeln zu Asymptoten haben, 
haben ausserdem noch eine geradlinige Asymptote. Indem wir die Ordnung des Contactes 
für die cubi-parabolische wie für die geradlinige Asymptote durch die Anzahl der unendlich 
weit liegenden Durchschnittspuncte bezeichnen, erhalten wir das nachstehende Schema der 
möglichen Fälle , in welchem nach jeder Gleichunj^ die Anzahl der (nothwendigen) Constan- 
ten bemeikt ist. ^ 

10. Ä. (p^-h^q)r 4- /wp* -f (>p + o 5= o , [10] 

11. 3. (p^Aq)r + ittp + p Ä o, . [9] 

12. 4. (p^+Aq)r 4- /* = o. [8] 

146. Für Curven der 5. Ordnung, welche neben cubi - parabolischen Asymptoten im 
Allgemeinen zwei geradlinige haben, erbalten wir bei analoger Bezeichnung das folgende 
Schema von verschiedenen Fällen: 

10. 22 (p^+lq)rB + /^(p+a)t + ow = o , [16] 
»82 » -f iU|<p-Hi)(r4-i^) 4- <TW == o , [15] 
»42 9 + /cp(p+«)r 4- ow =3 o , [14] 
»52 »4- ^9<p4-a)r 4- o(r4-y) « o; [13] 

11. 22 (pH-lq) (rs4nif) 4- f«(p4-a)t 4- o « o, [1^ 
» 33 (pM-Aq)r8 4- i«(p4-a)t 4- <y = o , . {14] 
»48 » + /<Cp4-aXr4-/J) 4- o = o , [18] 
»63 '»4- Kp4-«)r 4- er = o; [12] 

12. 22 (p'4-A<)(rs4-x) 4- /w(p^4^) « 0, [14] 
» 33 (p*4-Aq)rs 4- /«(pM^l) = o,, [13] 
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12. 44 (p^+Aq)r8 -h at = o, [12] 
»54 »4- a(r+«) = o; [11] 

13. 22 (p^-e^)(rs+K) + f«p2 + pp + a = o, [13] 
• 83 (p^4-^q)r8 -4- ^p^ + ^p + a = €t ; [121 

14. 22 (p^+Aq) (r8+x> 4- /ip 4- a = o, [1«] ' 
» 44 (p^-Aq)rs + ^p + a » •; [li] 

15. 22 (p^4-Aq)(r»+x) + ^ « o, [11] 
» 55 (pMq)rs + /4 = o. [10] 

Vierter Fall 

Ciirven mit drei parallelen Asymptoten. 

149. Diesem Falle entspricht die folgende Gleichung: 

(p'4-ttp-f/J)0n-3 + yß"»-^ = o , 
welche sich sunftcl^t, wie in dem 3« Falle auf: 

p* 4- vSin,^ = o , 
Veducirt. Aber in dem eben genannten Falle blieb von der Discussion derjenige untergeord- 
nete Fall ausgeschlossen, wo insbesondere 

vSin^ s (>(p+a)@^D-3 4- aSln^ , 
und dieser untergeordnete Fall ist derjenige, mit dem wir uns jetzt zu beschäftigen haben. 
Er setzt also auch schon in der Function ^a— a« damit wir nicht auf den 2. Fall zurück» 
fallen, eine ähnliche Particularisation voraus, als in der Function iio^^ Wir haben hiemach 
die folgende Gleidiung näher 'zu betrachten: 

p'0«i-.3 4- C>(p4-tt)0'B^3 + aßn-4 = o- W 

Es springt aus dieser Gleichung in die Augen , dass jede gerade Linie , welche mit der ge. 
raden Linie P parallel ist, die bezügliche Curve nur in (ii— 3) Puncten schneidet, weil drei 
Durchschnittspuncte unendlich weit liegen: es hat, mit andern Worten, dieCurve einen 
dreifachen Punct, der nach dieser Richtung unendlich weit liegt. Eine 
As>inptote entspricht einer Tangente in diesem Puncte, auf ihr muss ein vierter Durch- 
schnittspunct unendlich weit liegen. 

150. Wir können der letzten Gleichung, indem wir drei willktthrliche Constanten «, x 
und x" einfuhren, die folgende Form geben: 

(p4-x)(p4-xXp4^")©»-3 — (x4-x4-x')p20„_3 + pj(>0'„-3 — (xx'4-xx"4-xx')0fl-^} 

4. {^a0'„-3 — xxx"0„_3| 4- aßn^4 = ^- , ^^^ 

Zuerst sehen wir, dass wir, bei jeder beliebigen Bestimmung von x, x und x", auf die Form 
der Gleichung (1) zurückkommen, vorausgesetzt dass 

X + X 4- X ' = 0. (3) 

Also erst nachdem wir zwei der drei mit P parallelen geraden Linien 

p4-x = o, p4-x=o, p4-x"=:o, 

willkfihriieh angenommen haben, ist dadurch die Form der Gleichung (1) und die dritte die- 
ser geraden Linien bestimmt. 

Wir können die Form der Gleichung CD noch weiter particularisiren , und neben der 

Bedingungs - Gleichung (3) die folgenden beiden aufsteUen: 

» . f »# . • *» _ 

XX 4- XX 4- 3CX = p, 

XX* = pa," (4) 

alsdann nimmt, bdem wir 

ai2||.4 4- A(p4-«jfla— 5 = oÄa-4, 
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setzen, die Gleichung der Curve die nachstehende Form an: 

(|H->t)(p+X )(p+x)0n-3 + i«(lH-a)(p-fi^0n-4 + ffSL^^^ = O. (5) 

Diese Form enthalt noch swd fiberzählige Constanten. Einerseits können wir, unbe- 
schadet der Allgemeinheit , eine der drei Constanten x, x' und x ', etwa die letzte gleich Null 
setzen. Diess kommt darauf hinaus, die Function (p+x") mit p zu vertauschen, wodurch die 
Form der vorstehenden Gleichung sich durchaus nicht ändert. Andrerseits können wir, weil 
die Constanten der letzten beiden Glieder der vorstehenden Gleichung nicht von einander un- 
abhängig sind, 

A'(p-ta)(p+/5j0n-4 + afl'n-4 = iM(p4-D(p+?')0n-4 + ^(p4-g)0ii-5 + 7^u-^ 

setzen, und erhalten alsdann die folgende Form: 

P(P4-X)(P+X )0„^ + ^(p-f C)(p-f C)0n-4 + ^(p+5)0n-5 + yfln-6 = O , (6) 

welche die gerade nothwendige Anzahl von Constanten enthält , nemlich : 

151. Die drei ursprünglichen Constanten x, x' und x" sind nach den Bedingungs- Glei- 
chungen (3) und (4) die drei Wurzeln der folgenden Gleichung des dritten Grades: 

z^ -^^ 'k^z — Ao = 0. 
Eine dieser Wurzeln , etwa x", ist immer reell , die beiden andern können sowohl imaginär 
als auch reell sein. In untergeordneten Fällen können zwei Wurzeln, und auch alle drei 
Wurzeln tinander gleich sein. C und C sind in dem Vorstehenden dadurch bestimmt, dass: 

?C = - CT, 

und also Wurzeln der folgenden Gleichung des zweiten Grades; 

z* — (a4-/5)z — a = 0. 
Sie können hiemach eben sowohl imaginär als reell sein. 

Der Gleichung (6) entsprechen solche unendlich weit entfernte Puncte, fttr welche p, (p+x) 
und (p+x ) verschwinden. Für diese Puncte ergibt sich, nach gehörigen Vernachlässigungen : 

er 00-4 er , er , ?c 

l^-^T^Q^zr-^'^'^^^ p-*-*=-'*irxir)9"^ p+*=-**x'(x'^'« ' 

indem wir durch q irgend eine beliebige lineare Function bezeichnen, die hier einen unend- 
lichen Werth erhält. Wir sehen hieraus , dass die drei geraden Linien : 

P = ö> P + * = 0» p + x = o, 

drei gewöhnliche Asymptoten der Cbrve sind , die an ihren beiden entgegengesetzten Seiten 
sich hinzieht Bestimmen wir, wie in dem ersten Paragraphen, das redprioke Maass der An- 
näherung der Curve an ihre geradlinigen Asymptoten, und nennen dasselbe fOr die drei vor- 
stehenden Parallel - Asymptoten J , J" und ^'" , so kommt : 

J' i J" : J'" = (x — x) :. — ' x : x. 
Diese Proportion zeigt, dass; wenn das Maass der Annäherung auf zwei der drei parallc- 
len Asymptoten gegeben ist, dadurch das Maass der Annäherung auf der dritten bestimmt 
wird , und zwar erhalten wir hier folgende nähere Beziehung. 

Das reciproke Maass der Annäherung irgend einer gegebenen Curve 
mit drei parallelen Asymptoten an jede derselben ist dem Abstände der 
beiden andern parallelen Asymptoten von einander proportional. 

Aus der vorigen Nummer ist klar, dass wir hier vier verschiedene Fälle zu betrach- 
ten haben. Die drei parallelen Asymptoten sind: 

1) alle drei reell , 

2) gyf^d denelben sind imaginär. 
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3) zwei derselben fallen zusammen, 

4) es fallen alle drei Asymptoten zusammen. 

152. Wir wollen zuvorderst den Fall dreier reellen parallelen Asymptoten discntiren 
und uns, wodureh wir hinlänglichen Aufschluss über die Natur solcher Asymptoten überhaupt 
erhalten werden , auf die Curven der 4. und 5. Ordnung beschränken. 

Die Curven der 4. Ordnung , welche neben drei parallelen Asymptoten immer noch eine 
vierte geradlinige Asymptote haben, werden durch folgende allgemeine Gleichung dar- 
gestellt: 

P(p+x)(p+« )q + Ap2 + /up + a = o. 
Die Ordnung des Contactes auf einer der drei parallelen Asymptoten kann nicht htther an- 
steigen , weil sonst mehr als vier Durchschnittspuncte mit der Curve auf ihr liegen müssten. 
Die vierte Asymptote aber ist in den Fällen der folgenden beiden Gleichungen bezüglich eine 
drei- und vierpunctig osciilirende : 

p(p4-«)(p+«')q + f«p ,+ a = « , 
p(p-f «Dtp-f-x'lq + <r = o. 
Für die Curven der 5. Ordnung ergibt sich das nachstehende Schema , in weldiem, vor 
jeder Gleichung , die Anzahl der auf jeder der drei j)arallelen Asymptoten, die Ordnung des 
Contactes bestimmenden und dann der, auf den beiden übrigen Asymptoten unendlich weit lie- 
genden Puncte , und , nach jeder Gleichung , die Anzahl der nothwendigen Constanten be- 
merkt ist. 

222.S8 p(p+x)(p+x )qr + /u(p+?)(p+ns + Xp + o == o , [15] 

-32 . + /M(p+0(p+?'Kq+/?) + Ap + a = 0, [141 

.42 » + MP+OCp+Oq + ^P + o = o, [13] 

.52 » + /w(p4-?)(p+Oq + o = o, [12] 

.33 » + A'Cp+Os + a = , [13] 

.43 » + /4(p+?;)(q+i^) + = 0, U«! 

.53 » -h jtt(p+Dq + = 0, Uli 

.44 » +^8 = 0, [11] 

.54 » + /iq + o « ; [1^1 

322.22 p(p+x)(p+Jc' )qr + /wp(p+Os + ^p + <^ = o , [14] 

.32 » + ^ip(p+C)(q+/^ + Ap + o « o, [131 

.42 » + /«p(p+C)q + Xp + o = , [121 

.52 » + /'p(p+6q + o = , [111 

.33 » H- fifg + a = o , [121 

.43 » + Ht(i+ß) + ^^ = o, [11] 

.53 » + /upq -f = ; [1®] 

332.22 p(p+x)(p+x)qr + A<p(p+x)s + Ap + a = o, [13] 

^ » + /*p(p+*)(q,+/J) + Ap + o = , [121 

.42 » + f<p(p+x)q + Xp + o = o, [11] , 

.52 » -f ^p(p+x)q + a = o; [1^1 

333.22 p(p+«)(p+Oqr + /up* + Xp« + ^p + o =3 , [12] 

•33 » +Ap2 + pp+o = o, [lll 

.44 » + (»p + o = 0, [i^l 

.55 » + a = 0. l^J 

Es kann der Contact anf jeder der drei parallelen Asymptoten einer Curve einer belie- 
bigen n. Ordnung , unabhängig von dem Contacte auf den beiden andern , von einem ge- 
wöhnlichen bis zu einem («— 2}punctigen ansteigen. Bei Curven dieser Ordnung künnen 
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hiernach (it— 2)(n-l)n 

1. 2. 3 
verschiedene Fälle vorkommen. 

153. Wenn zwei der drei parallelen Asymptoten imaginär werden, so kann die dritte, 
durch alle Ordnungen des Contactes hindurch , bis zu einer (fi-'2)punctifen ansteigen. Die 
beifien imaginären Asymptoten können ebenfalls osculirende Asymptoten sein , oscnliren dann 
aber beide nach derselben Ordnung. Diese ^älle bedürfen keiner weitem Erörterung mehr. 

154. Wenn zwei der drei parallelen Asymptoten zusammenfallen, so nimmt die 

allgemeine Gleichung (6) die nachstehende Form an und hängt dann nur von f — ^ — — 6 a 
Constanten ab: 

p'Cp4-X)0«-3 + A«(p-|-C)(p-hC')0a-4 + A(p+5)©n-5 + oQa^ = O. 

Für solche Puncte, welche nach der Richtung der Doppd-Asymptote P unendlich weit liegen, 
gibt diese Gleichung : 

rC 0n-4 CC ^, 

mithin ist die Ordnong der Annäherung an diese Doppel -A8>inptote im Allgemeinen gleich $. 
Diese Ordnmg steigt schrittweise für jeden neuen Durchschnittspunct mit der Curve, der un- 

endlich weit rückt, um eine halbe Einheit, und zwar möglicherweise bis — ^— • Alle Formen 

der Curve , zu denen wir in dem 5« Paragraphen gekommen sind , finden sich hier wieder, 
die parallele dritte Asymptote stört hierbei durchaus nicht 

155. M'eun alle drei parallelen Asymptoten zusammenfallen, so erhält die all- 

2 ' ) 

Constanten ab: 

p^0„^ + A*(p+O(P+r)0n-4 + Hf+S)On^S + aiin^ = O. (1) 

Im Allgemeinen erhält man für unendlich weit entfernte Puncto: 

P' = - i"??* 1=^* = - /«iT.q->, 

%7a— 3 

woraus ersichtlich ist, dass die Ordnung der Annäherung an die dreifache Asymptote bloss 
i beträgt und dass die Curve gegen diese Asymptote dieselbe Lage hat, als gegen eine ge- 
wöhnliche Asymptote. Drei unendliche Zweige der Curve reduciren sich auf einen einzigen, 
und dieser fällt in unendlicher Entfernung mit demjenigen , der durch die Gleichung: 

p'q + A*??* = o 
dargestellten Hyperbel höherer Ordnung zusammen, welcher an derselben Asymptote P sich 
hinzieht. 

156. Wenn insbesondere C verschwindet und dadurch die Anzahl der Constanten um 
eine neue Einheit sich reducirt, so stellt die resultirende Gleichung: 

p^0D-3 + /«p(p+C)0i.^4 + A(p+S)0n-5 + aQ^^ = o 
eine solche Curve dar, deren drei an P sich hinziehende unendliche Zweige annähenings« 
weise durch die an. derselben Asymptote sich hinziehenden Zweige einer Curare der 5. Ord- 
nung, deren Gleichung die folgende ist: 

p'q2 4- /M^pq + A| = o , 
dargestellt werden. Die vorstehende Gleichung können wir unter der nachstehenden Form 

schreiben: r 7 . >->^ ^L ^? ^ 

Cp'q + /*C)(pq+^) ^ -| . p^q =« o , 
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ans weidet ersicktfich ist , dass sie fttr unendlidi weit entfernte Pnncte auf zwiefaeke Weise 
befriedigt werden kann, sei es, dass wir 

seinen, wonadi pq»oD wird, oder dass wir 

/"Cpq + ^5 = • 
setzen , wonacb p^q versdiwindet Hiemack kat die gegebene Gurve nack der Mcktnng von 
P einfe Spitne erster Art , und fMr die beiden nnendlicben Zweige , welcbe diese Spitze bil- 
den ist die Ordnung der AnnSberung |. An derselben Asymptote niebt sieb nugleieb ein 
byperboliscber Zweig bin, der von der, durcb die letzte Gleickung dargestdlten, Hyperbel 
dreipunctig osculirt wird. Das Maass der Aanttberung ist biemacb unmittelbar gegeben. 

Der somit bestimmte Fall bangt von f -^-^ — ^ — 8 j Constanten ab. 

157. Wenn in der letzten Gleickung aucb ^ verscbwindet und die Anzabl der Constan- 

— -r 9 1 reducirt , so ergibt sieb : 

und die drei unendlicken Zweige werden durck einen einzigen vertreten , weicker annake- 
rungsweise mit dem an der Asymptote P sick Unziekenden Zweige der Hyperbel bökerer 
Ordnung , deren Gleickung die folgende ist : 

pY + A| = o, 
zusammenfällt Dieser Zweig liegt gann auf derselben Seite der genannten Asymptote und 
die Ordnung der Annakeruug betragt |. In diesem Falle, wie in dem vorbergebenden liegen 
fiinf Durcbscknitte der Linie P mit der €urve uaendlick weit , wonack diese mindestens von 
der 5. Ordnung sein muss. 

158. Wenn endlick auck $ versckwindet , so kommt: 

Dann erst kat die Curve drei unendlicke Zweige , wdcke die Linie P zur gemeinsckaftlicken 

Asymptote kaben. Es bangt dieser Fall von f — 10 1 Constante n ab , und es kann 

derselbe, weil die Asymptote P mit jedem der drei Zweige zwei unendlicb weit entfernte 
Puncte gemein kat , erst bei Curven der 6. Ordnung Statt finden. Zur Bestimmung des 
Maasses der Annabening der drei Hyperbel -Zweige an ikre gemeinsckafUicke Asymptote 
erkalten wir die folgenden drei Hyperbeln:, 

pq + X 8 o, pq + x" = o , pq + x"' « o, 

indem wir die Wurzeln der nackstekenden cubiscben Gleicbung: 

x^ + ^x^ + iU 4- <y «= o, 
dureb x, x" und x" bezeicbnen. kt eine dieser drei Wurzeln glekb NulU so wird der be. 
zaglicbe Zweig von der gemeinsamen Asymptote P osculirt: und ik untergeordneten FaUen 
kttnnen auf jedem der drei Zweige bis (n-*3) Durthscbnittspuncte unendlicb weit rücken. 
Wenn zwei der drei Wurzeln z , x ', x " einander gleick sind , so bilden im Allgemeinen nwei 
der drei Zweige in unendlidier Entfernung eine Spitze zweiter Art $ daneben behalt die Curve 
einen gewöhnlichen hyperbolischen Zweig, welcher die Asymptote der Spitze auch zu der 
seinigen hat Ueberhaupt kann , neben allen den, im vorigen Paragraphen discntirten Fallen, 
die Curve flberdiess uqA einen hyperbolischen Zweig aüt derselben Asymptote haben. End- 
lidi können auch die Werthe von x aDe drei einander gleich sein. Dann bat die Cnrve, in^ 
Allgemeinen , noch keine drei sich osculirende unendliche Zweigen • Paare, so wenig, als sie 
in dem Falle der 1S5l Nummer drei sich einfacb berührende unendlicke Zweigen-Paare kat, 

17 
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und es ergeben sich neae untergeordnete Fälle, denjenigen der 156. und der folgenden 
Nummern analog , wobei eine Hyperbel an die Stelle der geradlinigen Asymptote tritt und 
der Contact um eine Ordnung ansteigt. 

159. Wir wollen zur Erläuterung und als Beispiel fttr die Erörterungen der vorigen 
Nummer die Curven der 6. Ordnung nahmen. Wenn Curven dieser Ordnung drei Paare hy*. 
perbolischer Zweige haben, welche an derselben Asymptote P, ohne sie zu oscullren, sich 

-j-^ — 10 j=17 

Constanten, die folgende: 

fl = p^rst + fjif^üv + Ipw + <r = 0. (1) 

Für die beiden linearen Functionen, von welchen alle übrigen abhängen, M'ollen wir p und 
eine willkflhrliche zweite Function q nehmen. Die Form der vorstehenden Gleichung zeigt, 
dass wir alsdann Q auch als eine ganze Function von pq und p betrachten und demzufolge 
diese pleichung auch in die folgende auflösen können: ' 

Cpq")^ + A*fpq)^ -♦- ^(pq + (r 
4- pl«(pqV 4- /?(pq) + yj + p'jeTCpq)* + «(pq) + Cj 

+ PM'yCM) + ^1 + pM*(M+5)j + ^P* 4- (>p^ =« o. («) 

Diese Gleichung enthält zwei ttberzählige Constanten, welche auf die willkflhrliche Annahme 
der linearen Function, oder, was dasselbe heisst, der entsprechenden geraden Linie Q, 
kommen. 

Wenn wir die Wurzdn der folgmden Gleichung dritten Grades 

»* + A<»^ + Xeo + o = o, (3) 

durch a>', a" und m" bezeidinen, so können wir die erste Zeile der Gleichung (2) auf fol- 
gende Weise in Factoren zerlegen: 

(pq + » )(pq+»"Xpq-H»"') , 
und demnach, indem wir 

pq + w = Y, pq + w" = y -h « , pq 4- «" = F 4- ?r', 

setzen, die Gleichung (2) folgendergestalt schreiben: 

+ vrKY+v} + icpHY+V) + IV« + C>P* = o, (4) 

oder , indem wir die in der 122. Hummer gebrauchte Bezeichnung beibehalten auch folgen- 
dergestalt: 

Y(Y4-«)(r+«') 4- Äp9i Y^ + rtVzY 4- Cpys = o. (5) 

Im Allgemeinen sind diejenigen drei H^^perbeln , welche durch die folgenden drei Glei- 
chungen: 

r=o, y4-» = 0| Y4-n' = o, 

dargestellt werden, von der Art, dass sie die drei Paare an P sich hinziehender unendlichen 
Zweige der Curve dreipunctig osculiren. Um die richtige Anzahl der noth wendigen Con- 
stanten zu erhalten, mflssen wir, weil eine solche Hyperbel zwei willkührliche Constanten, 
wddie auf die willkflhrliche Lage der zweiten Asymptote Q kommen , mit sich bringt , auf 
die Function Y nur drei Constanten zählen , unter welchen diejenigen beiden, von welchen p 
abhängt, einbegriffen sind. Aus den Gleichungen (4) und (5) können wir immer, indem 
wii Y nrit ( Y+€p4{p^) vertauschen und dann die beiden ConsCknten s und g gehörig bestim- 
men , die zweite Potenz von Y fortschaffen , wonach die folgende Form mit den 17 .noth- 
wendigen Constanten hervorgeht: 

Y(Y4-7i)(Y4-0 + rP9>8Y+ Cpyj = o. [17] (6) 

Wir können endlich auch die beiden flberzähligen Constanten aus der Gleichung (5) 
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dadurch fortschaffen, dass wir, statt Y, die fttnfpimctig osculirende Hyperbel ¥% in Evidenz 
treten lassen. Es ergibt sich hier unmittelbar folgende Form : 

YiC Y,+JiJ(Yt+;»') + «Pf lYi^ + yp9s^i + CpV, = o. [171 (7) 

Diess setst aber natürlich voraus, dass die Curve wenigstens ein Paar hyperbolischer Zweige 
hat , was indess in dem Falle dreier gleichen Warxdn der Gleichung (3) im Allgemeineo 
nicht Statt findet. 

160. So lange die Wurzeln der Gleichung (3) alle drei reell und von einander ver- 
schieden sind, hat die Curve drei Paare unendlicher Zweige mit drei verschiedenen fünfpun- 
etig osculirenden Hyperbeln, welche unter einander auf der gemeinschaftlichen Asymptote P 
eine blosse Berührung haben. Diese Hyperbeln treten in der nachstehenden Gleichung durch 
die Functionen Yi , Yj und Y$ unmittelbar in Evidenz : 

6S5 YxY.Y^ + Qt'ViYi + q»Vs = o, [17] (8) 

M-elche , da auf das erste Glied 11 Constanten kommen , die gerade noth wendige Constan- 
ten- Anzahl enthält. Jede der dtci Hyperbeln schneidet die Curve nur in drei Puncten, weil 
9, nach der Richtung von P hin, unendlich weit liegen. Von diesen 9 Puncten kommen 
zwei. auf jedes derjenigen beiden Zweigenpaare, welche von der fraglichen Hyperbel nicht 
osculirt, sondern bloss berührt werden. 

Bei Curven von besonderer Art kann die Ordnung des Contactes mit den drei osculiren* 
den Hyperbeln ansteigen. Den verschiedenen möglichen li'allen entsprechen die folgenden 
Gleichungen. Vor jeder Gleichung ist die Anzahl der zusammenfallenden Durchschnittspun- 
cte', welche auf jeder der drei Hyperbeln Y| , Y^ , Y^ den Osculaüonspunct bestimmen, nach 
jeder Gleichung die Anzahl der nothwendigen Constanten bemerkt 

. 655 YiY^ Yj + pp Vi^i + ^pV2 = o , [16] 

755 «> + (^pVi^i + <TpVi = ^9 [1^1 

855 ' • + Qf^fiYi + <yp^ = 0, [14] 

666 YtY2Ys + Qt^Yt + (ypVi == <>» U5] 

766 1» -f Qf^Yi + ap«9i = 0, (141 

866 . » + QV^Yi + (Tp6= 0, [13] 

777 Y,Y,Y3 + ap«9i = o, [13] 

888 » + (7p6 :s 0. [12] 

• Es können zwei Wurzeln der Gleichung (3) imaginär sein , alsdann sind es auch zwei 
Paare unendlicher Zweige der Curve. 

161. Wenn zwei Wurzeln, etwa »' und co", einander gleich sind, so geht die Glei- 
chung (6), weil alsdann auch n=n\ nachdem sie eine Constante verloren, in die folgende 
über : Y( Y-fjr)^ + ftfip^Y + Ap9»5 ==^ o. [16] (9) 
Die Curve hat in diesem Falle, immer ein Paar unendlicher Zweige mit seiner flinfpunctig 
osculirenden Hyperbel. Diese tritt in folgender Gleichung in Evidenz: 

Y,(Y,+7i)2 H- ap^iYi^ + 7tn^t + ?P'?3 «= «• W (^W 

Alle untergeordneten Ftllle können auf gleiche Weise durch die beiden letzten unter 
einander identischen Gleichungen ausgedrückt werden. Um diese untergeordneten Fälle zu 
unterscheiden , M'oIIen wir uns zur ersten dieser Gleichungen wenden. Wenn wir in dersel- 
ben zuvorderst Y mit (Y+n) gegenseitig vertauschen, so kommt: 

CY+n^Y^ + /ip9,Y + xftps = o, [16] (11) 

und diese Form particularisirt sich in die folgenden: 

(Y'\'n)Y^ + fif<pzY 4- xp^94 *« 0, 
(Y-fn-h5p)Y2 + fif^ViY + xpVa = o, 
(Y+n4-5p)Y2 + /xp^9,y 4- xp^yj = o , 
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(y+«+Sp4-^0y^ + f*t^(p\Y + xpft so. [llj (16) 

Wir wollen uns zuerst mit den Gleichnng^en (11), (13) und (15) beschAftigen. Fflr die 
an der h}7erboli8chen Doppel «Asymptote Y sich mehr als bloss berührend hinaieheaden un- 
endlichen Zweige erhalten wir , bei gehörigen VemachlAssigHngen , bevttglich die folgenden 
drei Gleichungen: 

«r^ 4. xp « o, nY^ 4- xp^ =0, «r^ + xp» = o, (17) 

woraus wir ersehen , dass den beiden gleichen Wurzeln der Gleichung <3) eine Spitze zwei- 
ter Art entspricht, dass aber die beiden unendlichen Zweige, welche diese Spitze bilden 
unter einander einen solchen Contact haben , dessen Ordnung von J zu *$ und { ansteigt. 
In den folgenden drei Gleichungen, die mit den eben genannten identisch sind, tritt die 
fön^unctig oscnlirende Hyperbel Vj in Evidenz : 

^1 V + vt9>\Y\Yo + QVnYi + npV, « o, [16] 

» + vf^YiYo-h PpVilo + ^r^n = Ot [14] (18) 

In der ersten dieser Gleichungen ist Yq = (Y|4-a), in der zweiten = CVi+a+i^p), in der 
dritten = (l^i+a+i^p+yp^) ; wonach nur in dem Falle der letzten Gleichung, durch die Form 
dieser Gleichung, die H>'perbel Yq vollkommen bestimmt ist 

Wenn x in den Gleichungen (17) verschwindet, das heisst, wenn die Gleichungen (11) 
(13) und (15) bezüglich in (12), (14) und (16) übergehen, so ändert sich die Natur der uu- 
endlichen Zweige. Dann ergeben sich zur Bestimmung derselben, statt der drei Gleichungen 
(17) die folgenden drei; 

. nY^ + /ipY + xp2 = 0, 
nY^ -t- ^p^4- xp^ == o, 
nY^ -h fif^Y^ xf^ es o. 
Den beiden gleichen Wurzeln der Gleichung (3) entsprechen also wiederum zwei Paare un- 
endlicher Zweige. Diese beiden Zweigenpaare osculiren sich in den drei fraglichen Fällen 
bezüglich drei-, vier- und fünfpunctig. Sie sind hierbei reell oder imaginär, je nachdem 
der Ausdruck (fi^ — 4nx) positiv oder negativ ist. 

Wir können hier wieder die drei fttnfpunctig osculirenden Hyperbeln zugleich in Evidenz 
bringen. Der Gleichung (12) entspridit folgende Form mit der nOthigen Constanten-Anzahl : 

5.55 YiY^Yz •+ Qt^'ViYi + of^^fj « o, [16] 

welche sich, für untergeordnete Fälle mehrpunctiger Osculationen, die wir wie bisher bezeich- 
nen wollen, in die folgenden Formen particularisirt : 

5.65 YiYjYz + 9t^g>\Y^ + crp^y'i = o, [14] 

5.75 » + Qf^fi Y2 + op^ = o , [13] 
6.55 YiY.Ys + 9t^Y, + af^tp^ = o, [14] 

6.66 » + Qf^Yj + op*9i = 0, [13] 

6.76 » + (»p^Yj -h ffp6 =0, [12] 
7.55 YiYjYs 4- ^p«y, + cjp«9)i = 0, [13] 
7.66 » 4- ap*9i = 0, [12] 
8.55 YiYjY^ 4- (»p^Yi + ap« = 0, [12] 

8.77 » + <rp<^ ts o. [11] 

Es kommen auf das erste Glied in diesen verschiedenen Gleichungen nur 10 Constante, weil 
hier folgende Functionen - Bestimmung Statt findet : 

y, = Yx + a ^ ßp + yp^ Ya = Yj + *p + «p^ 

Es müssen überhaupt, je nachdem Yi oder eine der beiden Hyperbeln Y^ und Y3 eine zipunctig 
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osculirende sein soll , besflglich (»-4-4) und (]ii*i»5) Durchschnittspimcte mit der Curve nadi 
der Riehtimg von P unendlich weit liegen. 

Der CUeichung (14) entspriclit folgende Form: 

MS yi^aYa + PPVi^i + of^9\ = 0, [IS] 

welche sich , flir untergeordnele Fälle mehrpunctiger Osculationen , in die folgcoden Formen 
particularisirt : 

5.65 y,Y,r3 + c»PV,y, + ai|6 = o, [12J 
6.55 YiY^Y^ + pp^Ta + <yp«9f == 0, [1«1 

6.66 » + Q^Y2 + ffp* = , [llj 
7.55 Yi Y^ Ya + ap^tp^ « o , [11] 
8.66 YtY^Yz + opö « o. [10] 

Bs kommen auf das erste Glied in diesen verschiedenen Gleichungen nur 9 Constante , in 
Uebereinstimmung mit folgender Functionen - Bestimmung : 

Y, = Yx + a + /?p + ypS ^i = Y^ + if\ 

Erst , wenn von den IS Durchschnitlspuncten einer der beiden Hyperbeln Y3 und Y, mit der 
Curve (»+6) nach der Richtung von P unendlich weit liegen, ist diese Hyperbel eine mpun- 
ctig oscnlirende. 

Der Gleichung (16) entsprechen die folgenden Formen: 

5.55 Y, Yj2 + Qf^iPi Y, 4- ap6 = o , [11] 

a55 YjYj^ + cip^Y, + ap6 =, o, [10] 

8.55 Y,Y2^ + ap6=:. o. [9] 

Es kommen auf das erste Glied in diesen Gleichungen nur 8 Constante , die Hyperbel Y^ 
kann nur fttnipunctig osculiren, sie osculirt aber zwei Zweige zugleich fülnfpunctig und be- 
rührt den dritten Zweig auf der Asymptote P. 

162. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Fälle zu discutiren fibrig , wo alle Wur- 
zeln der Gleichung (3) einander gleich sind. Dem allgemeinsten Falle entspricht hier, in- 
dem aus der Gleichung (6) n und n verschwinden, folgende Gleichung: 

Y' -f MVnY + Äp95 = o. [15] (19) 

Es ergibt sich für die unendlichen Zweige der Curve: 

Y' + ip « o. 

Dieser gibt es nur zwei , sie liegen gegen die Asymptote P wie die beiden Zweige der Hy- 
perbel Y, einer ihr naher, der andere weiter von ihr entfernt; die Annäherung an diese Hy- 
perbel ist von der Ordnung f. 

Eine Particularisation der Gleichung (19) ist die folgende: 

Y» + ^pys Y + lr^g>^ « , [14] (20) 

Hier werden die unendlichen Zweige der Curve annAherungsweise durch folgende Gleichung 
dargestellt : 

YiY^+fif) + ip^ - 0, 
woraus man ersieht , dass Y eine dreipunctig osculirende Asymptote der Curve ist , an der 
zn-ei hyperbolische Zweige der Curve sich hinziehen, und dass die Curve ausserdem auf 
derselben Asymptote (und also auch auf einem ihrer eigenen h>7erbolischen Zweige) eine 
Spitze zweiter Art mit der AnnAherungs - Ordnung } hat Es wird diese Spitze annähe- 
rungsweise durch die Gleichung : 

Y» + ^p - o, 
dargestellt In der nachstehenden Gleichung tritt Y^ als flinfpunctig osculirende Hyperbel 
in Evidenz: 
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r,' + vffpjY^^ + ppva Y, + CFPV2 = 0. *) [14] 

In untergeordneten FäUen kann das hyperbolische Zweigen-Paar der Curve eine sechs- 
und siebenpunctig osculirende Hyperbel haben, welche, wie in dem allgemeinen Falle, die 
Spitze in fünf unendlich weit entfernten Puncten schneidet Diesen entspricht, dass das letzte 
Glied der vorstehenden Gleichnng sich bezOg lieh in flqpVx ^^^ <^P^ particularisirt. 
Eine neue Particularisation bietet die folgende Form dar: 

y^ + Mp^9,r + Xp294 - 0, [13] 

welche für die unendlichen Zweige: 

Y' 4- Xp« ü^ o 

gibt. Die Curve hat also solcher Zweige nur zwei. Sie liegen gegen die Asymptote P, wie 

die Hyperbel Y, und zwar beide zugleich der Asymptote nfther , oder beide zugleich weiter 

von ihr entfernt Die Ordnung der Annäherung der Curve an diese Hyperbel Y beträgt f. 

..Endlich gelangen wir durch eine neue Particularisation zu folgender Form: 

Y^ + A<P^»2Y + ;ipV3 = 0, [12] 

die wir, wenn wir die Wurzeln der folgenden Gleichung r 

x3 4- ^je H- A = o, (21) 

durch Xj , X2 und X3 bezeichnen, auf folgende Weise schreiben können: 

(Y+XjP)(Y+x,p)(Y+x,p) + iu p V,Y + X PV2 = o. (22) 

Dann hat die Corve im Allgemeinen wiederum drei Paare unendlicher Zweige. Diese haben 
unter einander einen dreipunctigen Contact Den drei Factoren des ersten Gliedes der %'or- 
stehenden Gleichung entsprechen drei vierpunctig osculirende H^'perbeln. In der nachstehen- 
den Form treten die drei flin^undig osculirende H^'perbeln Yj , Y2 und Y3 in Evidenz : 

S55 YjFjYa + pp«r^ + a^^tp^ = o. [12] 

Jede der fUnfpunctig osculirenden Hyperbeln schneidet die Curve nur noch in einem einzigen 
Puncte, weil 11 Puncto, von denen drei auf jeden derjenigen beiden Zweige kommen, die 
von der fraglichen Hyperbel nicht fünfpunctig osculirt werden , unendlich weit liegen. In 



*) Diese Gleichung ist leine andere, als die erste der drei Gleichnugen (18), aus welcher ft verschwtm- 
den ist und welche hiernach noch eine überzählige Constante einschliesst. Diese ist aus vorstehen- 
der . Fonn ausgefallen. 

Ti» diese Form direct zn erhalten, wollen wir die GleichAiDg (20) auf folgende Weise 
schreiben : 

• und dann Yi durch folgende Gleichung einfuhren: 

y = Vt + 5p + Cps 

indem wir die beiden unbestimmten Coefßcienten durch folgende zwei Gleichungen: 

|U5 + i = o, 

bestimmen. Diese Bestimmung ist immer und zwar auf linearem Wege möglich^ und gibt 

»TVt = 3({p+Cp*> 

Mit X verschwindet l\ mit X und X zugleich auch C- Hieraus ersehen wir, dass, wenn die Olei« 

chung (30) in folgende beiden schrittweise sich particularisirt: 

y« +^py3Y+ Vy'i = 0. |131 

^ + /iPVsV+ ipV2 = o, [12| 

dadurch die Natur der fraglichen unendlichen Zweige sich nicht ändert Diesen Particnlarisationen 

entspricht bloss, dass die Function rp^i einmal auf y'p' sich reduciri und das andere Mal ganz 

ausfallt 
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Uebereinstimniiiiig mit den beiden idcntiidiea Gleichungen : 

sind auf das Glied Vj Yj ^z nur 9 Constanten zu rechnen. 

Es gibt hier noch die folgenden beiden untergeordneten Falle mehrpunctiger Osodationen : 
655 yz^iy^ + QV^Yt + ap6 » o, [11] 

006 yil'i^S + ap* «p o. [la] 

Wir können die Gldchmg (S2), indem wir {Y-^if) mit Y vertausdien, auch auf fol- 
gende Form bringen: 

ny+VrX^+V'p) -H Q^^rY+X^q^^ = O, 
welche , wenn zwei Wurzeln der Gleichung (21) , etwa x^ und x^ , einander gleidi sind ^ in 
folgende flbergeht: 

Y(IH-VT)' + (»pVx^+ V92 * o. Ul] (28) 

Die bezügliche Curve hat im Allgemeinen eine Spitze zweiter Art, welche von zwei solchen 

unendlichen Zweigen gebildet wird, die unter dmuder und mit der Hyperbel (1^+Vt) einen 
Contact von der Ordnung 2J haben. Deberdiess hat die Curve ein hyperbolisches Zweigen- 
Paar, welches die Hyperbel JT und folglich auch die Hyperbel (K+Vf) dreipunctig osculirt, 
und also mit der Spitze 6 e c h s unendlich weit entfernte Durchschnittspuncte bat Da' der 
Contact der beiden Zweige , welche die Spitze bilden , unter einander ein innigerer ist , als 
der Contact mit den beiden hyperbolischen Zwdgen der Cnrve , so Uegt die Spitze ganz auf 
derselben Seite eines dieser beiden Zweige. In der nachstehenden Gleichung tritt Yj^ als 
die fiOnfpunctig osculirende Hyperbel in Evidenz : 

1^1 V + vf^Y^Y^ + c^pVx Yx + q^Vi = o , fll] 
wobei lo = Y^ + op. Es tritt, indem das letzte Glied dieser Gleichung sieb uf.ap^ re- 
dudrty an die Stelle der fttnfpunctig osculirenden Hyperbel eine sechs punctig osculirende. 
Wir können die Gleichung (23) auch unter folgender Form schreiben: 

und dann folgendergestalt particularisiren : 

r(r+v/p)2-f- (>pV^(r+VT) + V9i = «• [i^l 

Dann hat die bezügliche Curve ihre drei Paare unendlicher Zweige wiedererhalten. Von 
diesen hat einer mit den beiden andern einen dreipuocti^en , diese beiden aber haben unter 
einander einen v i e r punctigen Contact In der nachstehenden Gleichung treten die drei 
f flnfpnnctig osculirenden H}'perbeln in Evidenz: 

Y^Y.Y^ +pp^K, + ap6 = 0, [10] 

wobei 1^2 = l^x + ap + /}p^ und Y^ = K, + i^*p^. Hier kann , in untergeordnetem Falle, 
nur das erste Paar hyperbolischer Zweige der Curve von einer Hyperbel, statt fünfpunctig, 
sechs punctig osculirt werden. Dem entspricht die folgende Gleichung : 

Y^Y^Yi + ap<k « o. ' [91 

Weitere Fälle sind , so lange die Gleichung (21) nur zwei gleiche Wurzeln hat, nicht 
möglich. 

Wenn die Wurzeln dt:r eben genannten Gleichung alle drei einander gleich sind, so 
geht die Gleichung (23) , indem V verschwindet, in die folgende Aber: 

F» + ^p Vx Y + VP2 « o. [10] 

Fflr die unendlichen Zweige kommt alsdann : 

Y^ + Ap« = o, 
woraus msn ersieht , dass die Curve bloss zwei solcher Zweige hat, die die Hyperbel Y nach 
der Ordnung \ osculiren. 

Die folgende , von Neuem particularisirte Form: 
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> 

r^ + Qf^q>x Y + Xp*9i » o , [91 

%ihi für die unendlichen Zweige: 

y(y^pp5) + Ap5 » o. 
Es ist also Y eine Hyperbel, an welcher zwei Zweige der Gurre vierpiuctig Modirend sich 
hinziehen. Auf einem dieser Zweige hat die Curve ausserdem noch eine Spitze zweiter Art> 
deren beide Zweige sich unter einander, so wie auch jenen Zweig nach der Ordnung 2| oscu- 
liren. Statt der vierpunctig osculirenden Hyperbel tritt, in der nachstehenden Gleichung, 
die fiinfpunctig osculirende , welche die Spitze der Curve in sieben unendlich weit entfern- 
ten Puncten schneidet, und demnach nicht mehr in eine sechspttnctig osculirende flbergehen 
kann, in Evidenz: 

Y^^ + v^^Y^^ + PpVi J^i + «^* = o. [9] 
Eine neue Particularisation liefert die folgende Gleichung: 

die bezügliche Curve hat alsdann nur zwei unendliche Zweige, wdche die Hyperbel Y nach 
der Ordnung | osculiren. 

Hiermit sind alle möglichen Falle erschöpft; denn das Versdiwinden des zweiten Glie- 
des in der letzten Gleichung hat keinen Einftiss auf die Natur der unendlichen Zweige. 
Wenn aber das letzte Glied auf Ap^ sich reducirt, so Idset diese Gleichung sich in die Glei- 
chung dreier solcher H^-perbeln auf, die unter einander zu je zwei einen vierpunctigen Con- 
tact haben. — 

§. y. 

JLnfiillliliiiig' der Terscltiedeneii Arten von Onrren der vierten Ordnung- « in 
Bealehnng' anf die Matnr UtrcJ^ nnendllclien Kweige. 

163. E u 1 e r hat bereits eine solche im 1 1 . Capitel des 2. Bandes seiner Einleitung in die 
Analysis des Unendlichen gegeben ; doch tragt diese Aufzahlung den Character der Unsi- 
cherheit an sich, weil er nur vermuthen kann,dass die meisten der von ihm namhaft gemachten 
Arten wirklich existiren. Wir k<fnnen hier mit vollkommener Sicherheit auftreten und sogleich ßir 
jede besondere Curven - Art die allgemeine Gleichung hinschreiben und zwar in solcher Weise, 
dass das Characteristiscbe der jedesmaligen Curven-Art, unabhängig von ilirer Lage, unmit- 
telbar aus ihrer Gleichung in die Augen springt ; dass wir unmittelbar erkennen, in welcher 
Beziehung jedes Glied der Gleichung zur dargestellten Curve steht und wie mit einer Form- 
Aenderung jedes Gliedes auch die Natur der Curve sich ändert. Und endlich gibt es eine 
abstracte Zahl ((|ine Zahl, die wir für jede Gleichung durch unmittelbares Zahlen erhalten) 
welche unserer Eintheilung und iberhaupt allen unsern Entwicklungen zur Controlle dient, 
ich meine die Anzahl der nothwendigen Constanten, die jede Curvenart fordert. 

Es bringt Euler alle verschiedenen Arten unter acht Hauptfillle; wir wollen ihm 
hierin folgen. 

Erster Fall. 

* 

Es gibt keine reelle Richtung nach welcher die Curve ki weniger als vier Puncten ge- 
schnitten wird. Die vier geradlinigen Asymptoten sind imaginär , schneiden sich aber paar- 
weise in zwei reellen Puncten, w^elche die Mittelpuncte zweier Gruppen ahnlicher and aiin- 
lich liegender Ellipsen sind, von welchen jede, weil sie mit der Curve in unen^icher Ent- 
fernung einen imaginären Doppel-Contact hat, nur in vier Puncten schneidet. Verrücken wir 
eine solche Ellipse , parallel mit sich selbst , so schneidet sie die Curve in sechs Puncten. 
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Wir nehmen, um uns Euler mehr anzunähern, auf Unterscheidungen im Imaginären keine 
Rücksicht, und zählen mit ihm hier nur eine einzige Art, deren allgemeine Gleichung: 

1. (p2-hA2q2)(r2H-y^2) 4- ytu + /m = o. *) [14] 

• ZweUer FäU. 

Es gibt zwei bestimmte Richtungen , nach welchen die Curve von einer beliebigen gera- 
den Linie nur in drei Puncten geschnitten wird. Nach diesen beiden Richtungen schneiden 
insbesondere zwei gerade Linien, die beiden As>inptoten, die Curve im Allgemeinen und höch- 
stens in zwei Puncten. An die Stelle einer Ellipsen-Gruppe des ersten Falles ist hier eine 
Gruppe von Hyperbeln getreten , welche die i'beiden reellen Asymptoten der Curve auch zu 
den ihrigen haben. In dieser Hyperbel - Gruppe befinden sich insbesondere zwei Hyperbeln, 
von denen jede, weil sie einen Curven- Zweig dreipunctig in unendlicher Entfernung oscu- 
lirt, die Curve nicht in vier sondern im Allgemeinen in drei Puncten schneidet. Es kann, 
in untergeordneten Fällen, jeder der beiden Durchschnittspuncte der Curve mit jeder der bei- 
den Asymptoten unendlich weit rücken, wonach wir, mit Euler, die folgenden 6 Arten 
erhalten : 

2. pqCr^+y^s«) +' ytu H- fi = o, [14] 

3. pqCr^+y^s^ 4- y(p4-Ä)t + /w = o , [ 13] . 

4. pq(r2+y2g2) + >|»t + a« = o, [12] 

5. pqCr^^s') + y(p+?i)(q+x) + /* =o, [12] 

6. pqCrH^V) + vp(l+*) +> = o, [11] 

7. pqCrM-y^s^) 4- ^pq -f ^ = o. [10] 

Dritter Fall «) 

Die Curven haben vier reelle Asymptoten, welche die Curve im Allgemeinen und höch- 
stens in zwei Puncten schneiden. Jede gerade Linie, welche ihnen parallel ist, schneidet die 
Curve immer in drei Puncten. In untergeordneten Fällen können die Durchschnitte der Curve 
mit ihren Asymptoten unendlich weit rücken. Hiemach erhalten wir 9 verschiedene Arten. 





8. 


pqrs + *ttt + ft = 0, 


[14] 




9. 


pqrs + v(f+7i)t + ft SS 0, 


[13] 




10. 


pqrs + vpt + jtt = 0, 


[12] 




11. 


pqrs + »(p+wXq+x) + f« = 0, 


112] 




13. 


pqn + vp(q+x) + ^ e: o, 


["] 




13. 


pqrs -f »nq + /M = 0, 


[101 




14. 


pqrs + »t = 0, 


[11] 




15. 


pqrs + yp 4- |M = 0, 


[10] 




16. 


pqrs + 1* = 0.***) 


" W 



*•♦ 



*) Vor jeder Gleichung wollen wir in fortlaufeikter Nommer die einzelnen Arten von Curven vierter 
Ordnung bezeichnen, nach jeder Gleichung, wie bisher, die Anzahl der nothwendigen Constanten. 
Auf jeden Factor von der Form (p'-f-Aq') sind überall nur 4 Constante zu rechnen. Vergl. §. 2- 

') In Euter's Aufzählung der 4. Fall. 

) Die 23. Art nach Euler, welche hierher gehören wurde ^ existirt nicht. Sie entspricht, nach der 
von uns früher gebrauchten Bezeicbnongsweise, dem Symbole 4433 und wurde sich also, wenn sie 
möglich wäre, zwischen unsere t5. und 16» Art, welche bezüglich den Symbolen 4333 uud 4444 
entsprechen, stellen. Da aber die der 15. Art entsprechende Gleichung nur eine ConaUnte ver- 
lieren mnss, utsn in dre Gleichung des 16. Falles, überzugehen, so kann keine intermediäre Art 
vorhanden sein. Die Unmöglichkeit der fraglichen Art ist in dem Sat« der 28.N»ninier begründet. 

18 
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Vierter FaU. *) 

Wir müssen hier eine doppelte Unterscheidung machen. 

A. Es gibt eine einzige Richtung , nach M'elcher die Curve von einer geraden Linie 
nur in drei Puncten geschnitten wird. Keine nach dieser Richtung gezogene gerade Linie 
schneidet die Curve nur in zwei Puncten. Eine beliebige Parabel , deren Durchmesser diese 
Richtung haben , schneidet die Curve im Allgemeinen und höchstens in sechs Puncten , wenn 
ihr Parameter gehörig bestimmt wird, nur in fünf Puncten. Verschieben wir eine solche Pa- 
rabel , parallel mit sich selbst und mit ihrer Durchmesser-Richtung, so schneidet sie in einer 
bestimmten Lage die Cyrve nur in vier Puncten und wird dann Asymptote der Curve. Ver- 
schieben wir endlich eine so bestimmte Parabel , ohne sie zu drehen, nach der Richtung ihrer 
Durchmesser, so bleibt sie, in allen ihren Lagen, eine As>inptote, in einer vollkommen be- 
stimmten Lage aber , in welcher sie mit der Curve einen innigem Contact hat, schneidet sie 
diese nur noch in drei Puncten. Ausserdem hat die Curve zwei imaginäre geradlinigen 
Asyqiptoten. 

17. (p^+XpXr^-fy^sO 4- v(p+n)t 4- /t* = o. ♦*) [13] 

B., Es gibt eine bestimmte Richtung ^ nach welcher die Curve von einer sonst be- 
liebigen geraden Linie nur in ZM'ei Puncten geschnitten wird. Im Allgemeinen befinden sich 
unter diesen Linien zwei, welche die Curve nur in einem einzigen Puncte schneiden : die bei- 
den parallelen As>inptoten. Diese bilden in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct. 
Ausserdem hat die Curve zwei imaginäre geradlinigen Asymptoten. 

a. Es sind die beiden parallelen As)inptoten imaginär, so dass der unendlich weit 
entfernte Doppelpunct ein isolirter ist : 

18. Cv^-VKr^+yV) + »'(P+'')t + i« = o. [12] 

ß. Es sind die beiden parfUlelen Asymptoten reell ; dann kann auch jede derselben 
eine dreipunctig osculirende sein und schneidet dann die Curve nicht mehr. Hier finden also 
die folgenden 3 Arten Statt: 

19. (p'~?')(r^+y^') + Kp+^'lt + M =s o , [12] 

20. (p^— I')(r24-y282j + Kplgjt -h /u == o, [llj 

21. (p2— SOtr^-i-y^si+x) + vp + ^ = 0. ♦**) [10] 

y. Es fallen die beiden parallelen Asymptoten zusammen. Der unendlich weit lie- 
gende Doppelpunct hat also zwei zusammenfallende Tangenten, und ist, im Allgemeinen, eine 
Spitze erster Art: ' 

22. pHr2-fy^2) ^ vCp+n)i + /U = o. [11] 

Es können auch zn^ei reelle oder unaginäre Curven - Zweige sich berühren : 

23. 24 p2(rM-y^^ + 2yfi -f ^ = o. [10] 

Die berührenden Zweige sind reell* wenn v^>fi^ und imagmär, wenn i'^</u. , Wenn 

so hat die Curve im Allgemeinen in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art: 



*) In £uler*t Aufzählung der 3. Fall. 

**) Wir nehmen hier auf die verschiedenen Ordnungen, nach welchen die parabolische Asymptote die 
Curve in unendlicher Kntfemung osculiren kann, keine Rucksicht, und zahlen deslialb hier nur 
einen Fall. Wir verfahren hierbei consequeul, weil wir sonst auch, um consequent zu sein, bei 
nicht osculirendeu geradlinigen Asymptoten besondere Fälle in Beziehung auf osculirende hyperbo. 
lische Doppel- Asymptoten hätten unterscheiden iiiuiisen* 

^) Euler hat die 20. Art, wo der Contact auf den beiden parallelen Asymptoten von verschiedener 
Ordnung ist, nicht erkannt. Diese Art ist zwischen seine 10 und 11. Art einzuschalten. 



' \ 
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25. fHv^-^r^^) + 2yft + >2 == o. [9] 

Mir köoDeu die vorstehende Gleichung, indem wir einen Ausdmck von der Form (pq*t*y) 
kurz durch Y bezeichnen , auch auf die folgende Form bringen: 

wobei durch den positiven Werth des Coefiictenten von p^ die beiden' Asymptoten der Curve 
als imaginäre in Bvidenx treten. Wenn o verschwindet , so hat die Curve zwei vollständige 
hyperbolischen Zweigen*Paare , welche sich in unendlicher Entfernung dreipunctig osculiren. 
Diese ZMeigenpaare können reell oder imaginär sein: 

M'enn x verschwindet, erhält* die Curve wiederum eine Spitze, die aber von zwei solchen 
Zweigen gebildet wird, die unter sich einen Contact Ton der Ordnung | haben: 

y2 + yp3 4. p2p4 = o. •) [7] 



Fünfter Fall 

An die Stelle der beiden imaginären Asymptoten des 4. Falles treten hier zwei reelle 
A6>inptoten. Wenn die verschiedenen unendlichen Zweige ein und derselben Curve in kei- 
ner gegenseitigen Beziehung ständen, so würden sich die 12 Arten, welche wir in dem vori- 
gen Falle aus der Verschiedenheit der unendlichen Zweige abgeleitet haben, mit jeder der 6 
Arten , die zMei gewöhnliche Asymptoten nach dem 2. Falle darbieten, zu neuen Arten com- 
biniren. Somit erhielten wir hier 72 Arten. Diese Anzahl reducirt sich aber, weil 25 Arten 
unmöglich sind, auf 47. 

A. Parabolische As)7nptoten: 

29. (p^+Aq)rs 4- i(p+7i)t + /w = , [18] 

SO. (p2+iq)rs -f Kp+^Kr-fp) + /* = o , [121 

81. (p^+^q)r8 + Kp+«)r 4- /* = 0, [ll] 

82. (p^^)r8 + H « , [llj 
88. • (pM-Aq)r8 + wr + /« — , [10] 

34. (p24-iq)r8 + /» == o. [ 9 ] 

B. Zwei imaginäre parallelen Asymptoten: 

35. (p^SOrs + Kp+«)t 4- iti = o , [12| 
M. (pH^g^rs + Kp+n)(r+p) 4- /i « o, [llj 

37. (pM-5')rs 4- Kp+»)r 4- /« == n , [lOj 

38. (p=4-5')rs 4- rt = o, (lOj 

39. (p^5^rs 4- w 4- /« = 0, [9] 

40. (p^4-IOrs 4- /u = o. [8] 

C. Zwei reelle nicht osculirenden parallelen Asymptoten: 

41. (p^— E^)rs 4- Kp4-«)t 4-^ = 0^ [121 
4?. (p^— 5*)r8 4- Kp4-«)(r4-p) 4- /i = o , [llj 
48. (p^— 50rs 4- Kp+»)r 4- /* « o , [lOj 

44. (p'— 50rs + it « o, [10] 

45. (p'— 50« + •'r 4- /* == o. [9] . 



v>. 



' ) E u I e r bat ia teiner »Einleitung« die Exitteni Ton Spitzen zweiter Art überhAnpt und insbesondere 
in unendlicher Entfernung nicht erkannt. Darum fehlen die Arien 25. und 28. Ich habe hier auch, 
was er nicht thut, die Arten 26« und 27. v6a den Arten 23. und 2^. getrennt. Unter TleKerFall 
enthält somit 12 Arten, wahrend Euler deren nur 7 aufsahlt 
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[10] 
[9] 

[10] 
[9] 
[81 

["] 
[10] 

[91 
[»I 
[81 



D« Zwei reelle parallelen Asymptoten , von welchen eine die Cunre in unendlicher 
Entfernung osculirt: ^ 

46. (t^—l^TS + Kp±5)t + i» = o , 

47. (p^— 5^)rs + K±l)(r-H^) + /i* = o, 

48. (p^— lOrs 4- y(p±5)r + f* = o. 

E. Zwei reelle und osculirende parallelen Asymptoten : 

4». (p*— 5^)(rs+x) + yp + fi ^ , 

50. (p^— SOrs + vp + /i ~ o, 

51. (p^— 5^)r8 4- fi = o. 

F. Eine Spitse erster Art in unendlicher Entfernung f 

52. p^rs + Kp+w)t + fi = 0, 

53. p^rs + vCf+nXr+g) 4- a« = o, 

54. p^rs 4- *'(p4-7i)r 4- /ia = o, 

55. p^rs 4- vt = o, 

56. p^rs 4- wr 4- A« = 0. 
6. IL Zwei vollständige Zweige der Curve , die reell oder imaginAr sind , haben 

in unendlicher Entfernung einen gewöhnlichen Contact: 

57. 61. p^rs 4- 2yft 4- jw = o , [10] 

58. 62. p^rs 4- 2t^(r4^) 4-/4 = 0, [9] . 

59. 63. p^rs 4- 2i^pr + /ti =-. o, [8] 

60. 64. p^rs 4- iii = o. [7] , 
L Eine gewöhnliche Spitze zweiter Art in unendlicher Entfernung : 

65. p^rs 4- 2ypt + v^ ^ o, [9] 

66. p*rs 4- 2ypCr4-^) 4- v^ = o, [8] 

67. p^re 4- Svpr 4- y^ = o. [7J 

Wir sehen hieraus, wie die eine Asymptote S immer eine gewöhnliche bleÖit, während die 
andere in eine drei- und vierpunctig osculirende übergehen kann. , 

K. L. Zwei vollständige, reelle oder imaginäre Curven. Zweige, welche, nach der 
Richtung der Asymptote P, sich dreipunctig osculiren: 

68. 69. Y^ + x2p2 ^ yp3— ^2p4 == o. [ 8 J 

Um neue untergeordnete Fälle zu unterscheiden, wollen wir in dieser Gleichung fttr Y wie- 
derum den Ausdruck (pq+O restituiren. Alsdann kommt: 

ifq+vy + X^p2 + yp3 _ p2p4 =0,/ (fl) 

wobei zu bemerken ist , dass weder die Constante q noch die Constante p versdiwinden darf« 
weil in dem einen Falle die Curve eine parabolische Asymptote erhält, und in dem andern 
alle Glieder ihrer Glieder durch p^ theilbar werden. Wir können die vorstehende Gleichung 
auf folgende Form bringen : 

P^(q-ep4-^)(q+pp- J^) 4- «irq - c£-^^^ + v^^o, 



oder auch, indem wir 



9 - ^P + ^ = «• 



setzen , auf die folgende : 

pMr+Spp-^) + «»i»(r+(e- 



y2 ^ X^ y 



(») 



Diese Gleichung,- wdche vollsOndig die Glddumg (a) vertritt, entspricht einer Particulari- 
sation der linearen Function t in der allgoneinen Gleidiung der 65. Art, wodurch diese 
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Gleichuog eine Constante verliert Man flberaeugt sich nendich leicht , dass, indem a eine 
neue Constante bedeutet, 

2t = 8 + r + ap , 
oder, wenn wir geqmetrisch deuten, dass das, von den beiden Asymptoten R undS auf der 
Doppel- As}inpfote P intereeptirte , Segment von der Linie T halbirt wird. 

Wenn die Asymptote R eine dreipunctig osculirende werden soll, so kommt die folgende 
Bedingungs - Gleichung zwischen den Constanten der Gleichung (a) fainxu : 



Wenn wir, der Kürze halber, 

«p = d, - I = €, 

setzen, so dass 

± x^ = y* — ^«2, 

so niDunt die Gleidiung (A) hiemach die nachstehende Form an: 

70. 71. pMr+*P+«) + ^(T-k-iB) -^ v^ = 0. [7] 

Die sich in unendlicher Entfernung osculirenden Zweige sind reell oder imaginttr, je nachdem 

4vS — «^ > o oder 4vS — «^ < o. 
Die Osculation der Asymptote R steigt zu einer vierpunctigen an, wenn b und folglich 
auch y verschwindet, dann reducirt sich die Bedingungs - Gleichung (c) auf: 

± x^ = 2vQ = yJ, y = o> 

und die Gleichung (7) verwandelt sich in die folgende: 

72. 73. p^r(r+*p) + Äi'pq + v^ = o , ' [6] 

und je nachdem die Coef&cienten v und f im Zeichen flbereinstimmen oder nicht , sind die 
beiden sich in unendlicher Entfernung osculirenden Curven-Zweige reell oder imaginär. Die 
beiden Asymptoten schneiden die Doppel-Asymptote P nothwendig in demselben Puncto. 

M. Eine Spitze zweiter Art, von zwei solchen Zweigen gebildet, die unter einan- 
der einen Contact von der Ordnung | haben: 

74. y^ + yp^ + qY = 0- [^J 

Wir können die bisherige Bezeichnung hier beibehalten, indem wir bloss x gleich Null setzen, 
dann kommt, wenn eine Asymptote die Curve dreipunctig osculiren soll, aus (e): 

CMler auch 4vi = €\ 

Die Gleichung der 69. und 70. Art geht hiemach, indem sie eine Constante verliert, in die 

folgende Aber: 

75. p2r(r-f^.p+0 4- «»p(r4-fO + y^ « o. [6] 

Zu einer vierpunctigen kann die Osculation nicht ansteigen , weil r hier nicht mehr ver- 
schwinden darf. ^) 



*) Da Euler von den 12 Arten des 4. Fallef nur 7 erkannte,, so erhält er auch nur 7.6 = 42 Arten 
des vorliegenden Falles, von denen er awei als unmöglich ausscheidet, so dass sich nach ihm 40 
Arten ergeben. Aber ausser den von ihm ausgeschiedenen, sind noch 7 Arten unmöglich, wonach 
die Anzahl derselben sich auf 33 reduciren wurde. Zu diesen kommen aber noch die folgenden 
von Euler &bersehenen 14 Arten hinzu: 46 bis 48 und ^65— 75, so dass wir zu den 47 im Texte 
aufgezahlten verschiedenen Arten gelangen. 



/ 
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Sechster Fall. 

Die in dem 4. Falle aufgezählten besondern zwOlf Fälle combinireu sich paameise, in- 
dem die Curve hier , statt der beiden imaginären Asymptoten , noch eine zweite Gruppe pa- 
rabolischer Asymptoten oder in unendlicher Entfernung einen Doppelpunrt hat. 
A- Zwei Gruppen parabolischer As}inptoten: 

76. (p-+^Xr2+ys) 4- Kp+T^Kr+C^) + /u = o. 112] 

B« Eine Gruppe parabolischer As}7nptoten und 1) zwei imaginäre Asymptoten , 2) 
zwei nicht osculirende parallelen Asymptoten, 3) zwei Asymptoten, von welchen eine drei- 
punctig osculirt , 4) zwei dreipunctig osculirende As}mptoten , 5) eine Spitze erster Art , 6) 
und 7) zwei reelle oder imaginäre vollständigen Zweige , welche in unendlicher Entfernung 
einen gewöhnlichen. Contact haben, 8) eine gc^i'öhnliche Spitze zweiter Art, 9) und "10) zwei 
reelle oder imaginäre vollständigen Zweige, Mclche sich in unendlicher Entfernung dreipun- 
ctig osculiren, 11) eine Spitze zweiter Art, Melche von zwei solchen Zweigen gebildet wer- 
den, die unter einander einen Contact von der Ordnung | haben. 

77. (p^+S')(q^4-yr) 4- Kp+»)(q4-Jf) + /i = o , [lll 

78. (p-— S')(q'+yr) 4- Kp+«)(q4-x) + iii = o, [111 

79. (p-— S'Xq'+yr) + Kp±5)(q4-x) + ;£ = o, . (lOj 

80. (p2— 5')(q'+rr) + »T + ^* = o » [»I 

81. P^(q^+rr) 4- Kp+n)(q+x) + /« = o , [lOj 

82. 83. p^(q'-hyr) + 2yp(q+x) + /i* = o, *) [9] 

84. p^(qHrr) + 2yp(q+x) + f^ = o , [81 

85. 86. pHq^+rp+x') + 2ypq +1^2 = 0,**) [7] 

87. P^(q'+rP) + 2ypq 4- y^ = o. [6] 

Die vier letzten Gleichungen könneki auch, mit Beibehaltung der frühem Bezeichnung, luiter 
folgender Form geschrieben werden: 

y2 -h «p + i^^ H- yp^ = , 

y^ 4- yp3 = o. 
C. Zwei Paare paralleler Asymptoten. Hierher gehören die folgenden Arten. Es 
hat die Curve, neben einem Paare imaginärer Asymptoten, 

1) ein zweites Paar solcher Asymptoten : 

88. (p'4-S0(qHr^) H- Kp+7»)(q+je) + fi ^ o; [W] 

2) zwei reelle parallelen Asymptoten, die beide nicht osculiren, von denen eine oscu- 
lirt, oder die beide osculiren: 

89. (p'-5^)(qM^^) + y(p+^)(q+x) + /i = o, [10] 

90. (p^-~r)(qM^^) + Kp±Ö(q+x) + fi = , [ 9 ] 

91. (p^-5^)(qM^0 + IT + f* = ; [8 ] 

3) eine Spitze erster Art: 

W- P^(q^y^) + Kp+7J)(q+x) ^ fi ^ o; [9] 

4) zwei in unendlicher Entfernung sich einfach berührende, reelle oder imaginäre 

*) Je nichdeiii der Ausdruck- (y' — ft) positiT oder negätiT Ut, sind die sich berührenden Curven-Zweige 
reell oder imaginär. 

**) Auf den Ausdruck (q*-f*yO *^^*^ überall nur Tier Gonstante'iu rechnen^ er kann, nachdem die Fun- 
ction p vorher bestimmt ist, überall auch durch den Ausdruck (q'-f-yp-f*<^) ersetzt werden (82.), 
wonach die Gleichung der 83« Art, indem sie in die Gleichung der folgenden beiden Arten über- 
geht, nur die einxige Gonstante q verliert. 
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Zweigen-^ Paare: 

98. 94. p^^O + 2»T(q+«) 4- /t* = o; •) [S] 
S) eine gewöhnliche SpiUe zweiter Art : 

9& p^'Cq^^) 4- 2yp(q+x) + y^ = o. [ 7 ] 

Die letzte Gleichung können wir auch folgendergestalt schreiben : 

. y^ + ap 4- y^p^ = 0. 
Andere Arten von Curven mit imaginftren Parallel -Asymptoten gibt es nicht 
Es hat die Curve neben zwei gewöhnlichen parallelen Asymptoten, 

1) noch ein zweites Paar paralleler Asymptoten, die beide nicht osculiren, von wel- 
chen eine osculirt, oder die beide osculiren: 

96. (p2_|2j(q2_y2) ^ Kp+7i)(q+x) + A« == o , [10] 

97. (p2_52)(,2_y2) + Kp±l)(q+0 + /i = 0, [9] 
9a (p^— 5^)(q^— y^) + yp + M = o; [8] 

2) eine Spitze erster Art: 

99. pW— y") + Kp+»)(q+x) + iu = o; [9] 

3) ZM'ei reelle oder imaginäre, in unendlicher Entfernung sich berührende Zweigen-Paare: 

100. 101. pW— yO + 2yp(q4^f) + /i = o; [8] 

4) eine Spitze zweiter Art : 

102. p^(q^— y^) 4- 2yp(q4-x) + fi = o. [ 7 ] 
Diese letzte Gleichung kann auch die folgende Form annehmen: 

y^ + «p — y^p* = o. 
Es hat die Curve neben zwei parallelen Asymptoten, unter welchen sich 
eine osculirende befindet, 

1) noch zwei solche As}inptoten : 

103. (p^— l^)(q'-y^) 4- Kp±S)(qly) 4- f* = , [8] 

2) eine Spitze erster Art: 

104. p'(q^— y^) 4- Kp+nXqly) ^ /i == o; [8] 

3) zwei in unendlicher Entfernung sich bertthrende, reelle oder imaginäre Zweigen- 
Paare: 

105. 106. p^(q'— yO 4- 2yp(q±y) + /« = o; [7] 

4) eine Spitze zweiter Art : 

107. pHq'— y^) 4- 2yp(q±y) -{- v^ = o. [6] 
Diese letzte Gleichung kann auch die folgende Form annehmen : 

^ — yp(p4-2>') = 0. 
Es hat die Curve neben einem Paare osculirender parallelen Asymptoten, 

1) ein zweites solches Paar : 

108. (p^^S?)(q^-y0 4-/* = o; [7] 

2) eine Spitze erster Art: 

109. pHq^— y^) 4-/4 = 0. [6] 
Es hat die Curve neben einer Spitze erster Art, 

1) eine zweite solche Spitze: ^ 

110. pY 4- i<p4-yr)(q+jcp + /* =» o; [8] 

2) zwei in unendlicher Entfernung sich berührende , reelle oder imaginäre Zweigen- 
Paare : 



*) Das Zeichen des Ausdrucks (»r>-~^), entscheidet über die Realität oder Itnaginarität der Zweige, wie 
bei den Arten 81. und 82' 
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111. 112. p2q^ + 2yp(q+x) + ^ = o ; [7 | 

3) eine Spitze zweiter Art : 

113. p2q2 4- SypCq-t-x) + v^ - o. [6] 
Dieser letisten Gleichung können wir auch die folgende Form geben: 

Y2 4. ap = o. 

Hiermit sind afle möglichen Arten des 6. FaUes erschöpft. Wenn die beiden Zweigen- 

12. 13 
Paare dieses Falles nicht in gegenseitiger Abhängigkeit ständen, so würden wir > ' ^ 76 

verschiedene Arten erhalten ; aber , dieser Abhängigkeit wegen , redndrt sidi die Anzahl 
derselben auf die Hälfte. ^) 

Siebenter FalL 

Die Curve hat eine geradlinige Asymptote und wird demnach von jeder derselben parallel 
gezogenen geraden Linie nur in drei Puncten geschnitten. Was die andern an dieser Asymptote 
sich nicht hinziehenden unendlichen Zweige betrifft , so tritt uns hier eine vierfache Unter- 
scheidung entgegen. 

• A. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen ge- 

raden Linie nur in drei Puncten geschnitten wird. Eine beliebige Parabel, deren Durchmesser 
diese Richtung haben , schneidet die Curve nur in sechs Puncten. Aber dennoch gibt es we- 
der eine zweite geradlinige noch eine parabolische As}7nptote, sta^ dessen gibt es aber 
unendlich viele semicubi - parabolischen Asymptoten: 

114. (pH-^q-)r + Kp+7^)t + /ti = o. [12] 

In untergeordneten Fällen ist die geradlinige Asymptote R eine drei- und vierpunctig^ 
oscuHrende: 

11& (p'*4-Aq^)r H- Kp+»Kr4-(>) + ^1^=0, [11] 

116. (p*+^')r + Kp+^)r H- /£ = o. [10] 

B. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher }ede gerade Linie die Curve nur 
in zwei Puncten schnddet, ohne darum Asymptote zu sein. Alle Parabeln von bestimmtem 
Parameter, deren Durchmesser eben diese Richtung haben, schneiden die Curve nur in 4 
Puncten ohne jeJdoch ihre Asymptoten zu sein. Aber unter jenen geraden Linien gibt es 
eine, P , welche die Curve nur in einem Puncte schneidet, und dadurch zur Asymptote wird, 
und , unter jenen Parabeln gibt es unendlich viele mit einer gemeinsamen Axe , welche die 
Curve nur in 3 Puncten schneiden umf dadurch zu Asymptoten werden und endlich unter 
diesen eine fQnfpunctig osculirende, welche die Curve nur in 2 Puncten schneidet. Es stellen 
sich hier 'Sechs Arten heraus, weil auf der As3'mptote R der Contact bis zu einem vierpun- 
ctigen , auf der Asymptote P aber nur bis zu einem dreipunctigen ansteigen kann. 
1) Die Asymptote P ist eine gewöhulidie: 



*) Etiler zählt 47 Arten. Hierbei ist zuvörderst ein Bechuungsfehler zu berichtigen. Denn, in der 

Vorautfetzung , dass ein Zweig auf cUe Natur der andern keinen Einfluss hat, bestimmt er die An- 

zahl der möglichen Arten auf 49 = 7', nemlich gleich dem Quadrate der von ihm angenommenen 

7 8 
Anzahl verschiedener Arten des 4. Falles. Statt dessen hätte er •-*= 28 nehmen müssen. End> 

1 . 2 

lieh erkennt Euler 2 Fälle als onraöglich an, so dass er eigentlich 26 Arten bezeichnet. Diese 

Anzahl vermindert sich noch aaf23, weil drei von diesen Arten nicht existiren; dagegen hat Ruler 

die 15 Arten : 79, 84—87, 90, 95, 97, 102, 107 und 113 ubersehn. Somit erhalten wir die im Texte 

aufgezählten 38 Arten. 
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118. p(pM-^)r 4- vs a , [10] 

119. p(p'+^)r + >T + /* == o; [9] 
2) die Ajfympiote P ist eine osculireade : 

120. pCp^H-^)r + op' + >T + in = 0, [lOj 
121- TCP^+^9)' -i-i/p4-^=so, [9] 
122. P(p'+^)r + /« = 0- [81 

C Es pbt eine sweite Richtung , nach welcher die Corve von einer beliebigen 
geraden Linie nur in swei Puncten geschnitten wird^ aber diese gerade Linie wird niemals 
Asymptote. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richti^ng haben, schneidet die Curve nur 
in 5 Puncten^ aber keine Umgestaltung und kein Verschieben dieser Parabel machen dieselbe 
zur Asymptote. Es hat die Curve unendlich viele parabolischen Asymptoten. Mit Rücksicht 
darauf, dass die Asymptote R auch drei- und vierpunctig osculiren kann, ergeben sich 
hier 3 Arten: 

128. (pMq)r ■♦- op^ ^ i^p + m = o , [10] 

124. (p^4-^)r + |/p 4- /« = o, [91 

125. (p^+^)r + /M =. 0. [ 8 1 

Wir können die unter C. und D. unterschiedenen Falle dadurch chararferistisch bezeich- 
nen V dass wir sagen y die Curve habe in unendlicher Entfernung nach der Richtung von P 
einen Doppelpunct. Bei den Fällen unter D. liegien die Taugenten dieses Doppel puuctes beide 
unendlich weit, während bei deu Fällen unter C. eine dieser beiden Tangenten die Asymptote 
P ist und nur die andere unendlich Meit liegt. 

D. Es gibt eine zweite Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen ge- 
raden Linie nur in einem einzigen Puncte geschnitten wird, ohne dass diese deshalb Asymptote 
ist Es hat die Curve neben ihrer Asymptote Q, die eine gewöhnliche, eine drei- und eine 
vierpunctig osculirende sein kann , drei parallele Asymptoten , welche der Curve gar nicht 
begegnen und deshalb auch nicht in osculirende ilbergehen können. Diese drei Asymptoten 
sind als die drei Tangenten eines nach, der Richtung von P iu unendlicher Entfernung lie- 
genden dreifachen' Puuctes der Curve anzusehen. 

1) Es sind zwei der drei parallelen Asymptoten imaginär: 

126. CpH^I^)(P+»)q -f op2 -f yp -f /4 = o, [91 

127. (p'+S2)(p+w)q + yp + /f = 0, [8] 

128. (p^+5=)(p+7i)q 4- #• = 0. [71 

2) die parallelen Asymptoten sind alle drei parallel : 

129. p(p-f")CP+"*)q H- op^ -f yp -V /i « o, [9] 

130. p(p+n)(p+7i')q + iT> + /t = o , [81 

131. p(p+nKp+n^q + A< - o. [7] 

3) es fallen zwei der drei parallelen Asymptoten zusammen. Die Curve bat eine Spitze 
'zweiter Art, zwischen deren Schenkel ein hyperbolischer Zweig sich hindurchzieht: 

182. p-(p-f'»)q 4- op^ + J'p + ^ = »t [81 

133. p-Xp+«)q + yp + ^ = , [7] 

134. P^(p4-n)q + jU = 0. [6] 

4) die parallelen Asymptoten fallen alle drei zusammen, wonach drei unendliche Zweige 
der Curve sich auf einen einzigen zusammenziehen : 

135. p^^ + ap2 + vp + fi = o. t7j 

136. p^q + i'P + ^ =» , L^l 

137. p^ + ^ = o. 15) 

19 
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Achter Fall. 

A. Es gibt eine ^einzige Ricbtuag, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie in 3 Puncten geschnitten wird; aber unter diesen geraden Linien ist keine 
As>'mptote. Jede Parabel, deren Durchmesser diese Richtung haben, schneidet die Curve nur 
in sechs Puncten. Aber es gibt keine parabolischen Asymptote. Es gibt auch keine As}in- 
ptote der dritten Ordnung. Nur einfachere Curven, die ebenfalls von der vierten Ordnung 
sind, stellen annäherungsweise den Lauf der unendlichen Zweige dar. 

138. p'« + q(>fp2+Aq2) -f Kp+'')r + A* = o. *) [11] 

Nur in untergeordneten Fällen gibt es unendlich viele Parabeln von dek* Ordnung f, 
welche Asymptoten der Curve sind und, bei willkfihrlicher Bestimmung der Constanten x, 
durch die folgende Gleichung dargestellt werden: 

P* + ^Cq+x)5 = o. 
Für diese parabolischen Asjmptoten ist die Ordnung des Contactes überhaupt |, steigt aber 
für eine derselben im Allgemeinen zu | und in besondern Fällen zu |, ^, j und % an. 

139. (p^+Aq') + Kp+3c)r + ^ = o. ' [10] 

B^ Es gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Lini^ nur in zwei Puncten geschnitten wird. Unter diesen geraden Linien schneidet 
eine die Curve nur in einem einzigen Puncfe, und ist Asymptote. Jede Parabel, deren Durch- 
messer diese Richtung haben, schneidet die Curve immer in 5 Puncten. Es gibt aber keine 
parabolischen Asymptoten. Aber es gibt semicubiparabolische Asymptoten, deren Durchmesser 
(gerade Linien, welche die Curve nur in zm^ei Puncten schneiden,) die eben bezeichnete Rich- 
tung haben. Wir erhalten hier zwei Arten, die geradlinige Asymptote kann eine gewöhn- 
liche und eine osculirende sein. 

140. (p4-7i)(p^-fXq2) + ap2 + yr = o, [10 

141. (p-f?i)(p^+^^) 4- ffp^ 4- yp + /« = 0. [9 
C Es gibt eine einzige Richtung, nach welcher die Curve von einer geraden Li- 
nie nur in 2 Puncten geschnitten wird. Keine solche Linie ist Asymptote. Alle Parabeln, 
deren Durchmesser diese Richtung haben , schneiden die Curve nur in 4 Puncten. Jede sol- 
che Parabel hängt noch von 3 willbQhrlichen Constanfen ab ; durch gehörige Bestimmung 
zweier derselben, ergeben sich zwei Gruppen parabolischer Asymptoten, deren jede die 
Curve nur in 2 Puncten schneidet In jeder dieser beiden Gruppen befindet sich eine oscu- 
lirende , welche die Curve, im Allgemeinen, in einem einzigen Puncte schneidet. Diese bei- 
den osculirenden Asymptoten treten in folgender Form in Evidenz: 

(p2+Xq)(p^-fyr) + vp + fi = o. 
Da aber die beiden Gruppen parabolischer As>inptoten sowohl imaginär als reell sein kön- 
nen, müssen wir zwei Arten unterscheiden, welche durch das doppelte Zeichen in der fol- 
genden Fotm« die mit der vorhergehenden identisch ist, angezeigt werden: 

142. 143. [(pM-^)2±i^^r2] + vp + itt = o. [9] 

Um den Uebergang zwischen diesen beiden Arten zu bestimmen, wollen wir untersu- 
chen, was in dem Falle gleicher Parameter der beiden Gruppen parabolischer Asymptoten 



*) Die 138.Artj die allgemeine des achten Falles, ist Euler entgangen, der anzunehmen scheint, dass eine 
Curve von beliebiger Ordnung nothwendig eine sulche Asymptote hat, welche durch eine zweiglie- 
drige Gleichung: 

p« + Aq« ar o, 
dargeatellt wird. Dieia findet indes« nicht mehr Statt, wenn wir über den 3. Grad hinausgehen."* 
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Statt findet Dann redncirt sich die Function r in der letzten Oleichong^ auf (f-^n} und in 
Folge liiervon verliert diese Gleichung nicht bloss eine, sondern 2 Constanten. Es gibt also 
noch einen allgemeinem Fall , bevor wir zu diesem Falle gelangen. In demselben sind die 
beiden Gruppen parabolischer Asymptoten unendlich weit gerttckt, so da« es eigentlich keine 
parabolischen Asymptoten mehr gibt. Und ebenso wie 2wei geradlinige und unendlich wejt 
entfernt Kegende Asymptoten durch Parabeln vertreten werden, und diese Parabeln den 
Uebergang ;p?ischen sswti gewöhnlichen und zwei parallelen Asymptoten bezeichnen, 
so werden auch zwei unendlich weit gerückte Gruppen parabolischer Asymptoten mit ge* 
meinsamer Durchmesser • Richtung durch Asymptoten der 4. Ordnung vertreten, und diese 
bezeichnen den Uebergang zwischen solchen Gruppen parabolischer A8}inptoten mit verschie- 
denem und mit gleichem Parameter. Die fragliche Art von Curven hat eine Gleichung von 
folgender Form: 

144. if^+^qy + >'(p+»)r + ^ = o. [8] 
Jede Parabel, welche durch die Gleichung von der Form: 

p2 ^. As =s o, 

und also mit der, in der Gleichung der Curve in Evidenz tretenden, gleiche Axenrichtany 
und gleichen Parameter hat, schneidet die Curve in 3 aber keine Parabel schneidet sie in 
weniger Puncten. 

Wenn die Gleichung der 144. Curven -Art sich in fdgende particnlarisirt : 

145. 146. (p-4-Aq)2 ± x^ + ^p + /c = o, |7] 

so hat die Curve zwei Gruppen imaginärer oder reeller parabolischen Asymptoten mit glei- 
cher Durchmesser-Richtung und gleichem Parameter. Die beiden osculirendeu parabolischen 
Asymptoten treten in der folgenden Form in Evidenz : 

(p-+Aq)(P^+Ar) -h ^1 = o. (ß) 

Sie schneiden die Curve in keinem Pnncfe mehr. Zwei Parabeln von gleicher Durchmesser- 
Richtung und gleichem Parameter osculiren sich in unendlicher Entfernung dreipunctig; das^ 
selbe thun also auch die beiden parabolischen Zweige der Curve und eine parabolische Asym- 
ptote, welche einen dieser Zweige fünfpunctig osculirt, osculirt nothwendig den andern 
dreipunctig, wonach alle Durchschnittspuncte einer solchen Asymptote mit der Cur \'e erschöpft 
sind. * ^ 

Wenn in der Gleichung der beiden letzten Curven -Arten x verschwindet, so kommt: 
147» (p^Aq)2 + yp 4. ^ == 0. [6] 

Dann bildet die Curve in unendlicher Entfernung auf der Parabel: 

p2 4. Aq = o , 
eine Spitze zweiter Art, die von zwfti solchen Schenkeln gebildet wird, die unter 
einander einen Contact von der Ordnung i haben. 

Hiermit sind alle Arten erschöpft. Es kann die Curve nicht zwei vollständige parabo- 
lischen Zweige haben, die sich vierpdnctig osculiren; denn dann würde die, einen Zweig fünf- 
punctig osculirende, Parabel die Curve in 9 unendlich weit entfernten Puncten schneiden. 
Diess stimmt damit überein , dass , wenn wir in der Gleichung (a) r =^ q -f- a setzen , diese 
Gleichung in zwei Gleichungen des 2. Grades sich auflöset. *) 



*) Ali hierher gehurig fuhrt Eul.er teine 139.* 140* und I4t. Art aaf. Doch seine Betrachtiingiwei- 
sen sind in mehrerer Hinsicht irrthümlich. Indem er von der folgenden Gleichung in gewöhnlichen 
Parallel -Coonlinaten ausgeht: 

(y*+.iy»x+«x») + ry* + ^»y-^ + fy + g* + h « o. 
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In den Arten unter B. und €« hat die Corve in unendlieher Entfiemun|^ dnen Doppel- 
punct; einmal lieg^ eine Tangente desselben, das andere Mal liegen beide Tapgenten nn* 

endlicb weit 

D. Bs gibt eine einsige Bichtnng , nach welcher die Curve von einer beliebigen 
geraden Linie nnr in einem einzigen Puncte geschnitten wird. Zwei solche geraden Linien 
schneiden die Curve gar nicht , und sind ihre Asymptoten. Eine Parabel , der^ Durchmes- 
ser diese Richtung haben, schneidet die Curve im Allgemeinen in vier Puncten. Sie kann 
so bestimmt werden, dass von diesen noch zwei und auch drei unendlich weit ricken, und 
wird dann einmal eine gewöhnliche , das andere Mal eine oscnlirende parabolisdie Asym- 
ptote. Da die beiden parallelen geradlinigen Asymptoten imaginär und reell sein, and auch 
eine Spitze erster Art. bilden können, ergeben sich drei Arten von Corven: 

148. 149. (p^±l')(p'+^q) + yp + /i = , [8] 

150. p^(pM-Aq) + rp 4- ^ = o. [7] 

E. Es gibt eine Richtung, nach welcher die Curve von einer beliebigen geraden 
Linie nur in einem Puncte geschnitten wird ; eine solche gerade Linie , welche die Curve 
gar nicht schneidet , ist Asymptote. Jede Parabel , deren Durchmesser diese Richtung haben,' 
schneidet die Cnrve nur in 4 Puncten , keine in weniger : es gibt keine parabolischen Asym- 
ptoten. Die Cun^e hat, neben der gradlinigen As}inptote, nur cnbi - parabolische. 

IM. (p+nXp'+A^) + ^ = o. [rj 

F. Es gibt eine Richtung, nach welcher die Curve von einer bdiebigen geraden 



zerlegt er das erste Glied derselben folgende rgestalt in Paotorea zweiten Grades: 

weicheti zirei Parabel« mit derselben Axe (mit demselben Durchmesser and derselben Tangente im 
Scheitel desselben) «ntspnecben. Diese beiden Parabeln sind nach iltm die beiden Asynptoten der 
Curve. Wi« überall, «o sieiit er auch hier nur zwei solcher A^mptoteo, wo es deren unendlich 
viele gibt. *Dann aber hängen di«se beiden Parabeln auch von der cum Tfiell willLuhrlichen An- 
nahme der Coordioaten-AKe ab imd man wurde andere parabolischen Asymptoten erhalten, wenn 
man beide Axen beliebig verschöbe, aber so dass sie mit sich selbst parallel blieben. Die beiden 
E u 1 e r'schea Parabeln sind femer nicht einmal Asymptoten. Um diess zu zeigen, wollen wir, indem wir 
der Abscisse x einen unendlidien W«rlh geben, Aen Werth der entsprechenden Ordinate eines 
Punctes der einen jener beiden Parabeln durch y bezeichnen, so dass 

y» + px = o, 
und den entsprechenden Werth der Ordinate eines Punctes der Curve durch (y'f-/)); dann ist: 

und hieraus erhält man, indem man auf die vorhergehende Gleichung Rücksicht nimmt and y ge- 
gen K und CoMtante gegen jr Ternacfalässigt, 

d d 



ß = 



V'(a»-4e)" 



2(P-|>) 

Damit also die fragltclie Parabel eine Asymptote der Curve werde, müssen wir dieselbe, parallel 
mit sich selbst und mit ihren Durchinessem (der Axe der x) , um eine Strecke , die gleich fi ist» 
verschieben. 

FGr den Fall^ dass 

a* — 4e «s o , 
scbliesst Euler, dass die beiden oscuUrenden Asymptoten zusammenfallen, was niemals Statt fin- 
den kann. Im vorliegenden Falle musste man die Parabel unendlich weit verschieben , damit sie 
Asymptote wurde; das heisst es existiren in diesem Falle überhaupt keine parabolischen Asympto- 
ten. Vergl. Euler's „Einleitung** II. §. 269. 
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Linie immer in einem einzigen Puncte gesclmitten wird. Jede Parabel, deren Durchmesser 
diese Riclitiing haben, schneidet die Curve immer in 4, niemals in weniger Puncten. Es 
gibt weder ger^linige noch parabolische Asymptoten. Auch keine Parabel der dritten Ord- 
nung ist Asymptote der Curve , es hat dieselbe nur Parabeln der 4. Ordnung zu ihren Asym- 
ptoten. 

152. (pM-Aq) 4- IT' = 0. [6] 

Die Ordnung der Annäherung an diese Asymptoten, beträgt |, und bleibt auch dieselbe, 
wenn wir in der Gleichung: 

p^ + Aq = , 
welche eine solche Asymptote darstellt , die lineare Function q mit irgend einer andern ver- 
tausdieUy und nur den Werth von X unverändert lassen. 

Die Curven- Arten unter D., E. und F. haben in unendlicher Entfernung einen dreifa- 
chen Punct, und die dreifache Unterscheidung bezieht sich darauf, dass 1) von den drei 
Tangenten dieses Punctes eine unendlich weit liegt , 2) dass zwei dieser Tangenten, 3) dass 
alle drei unendlich weit liegen. — 

Wir haben also im Ganzen 152 verschiedene Arten von Curven der 4. Ordnung aufge- 
zählt Dieser Zahl selbst dürfen wir jedoch keine besondere Bedeutsamkeit beilegen, weil 
es sich hier von der Aufzählung von solchen Fällen handelt, die einander mehrfach unter- 
geordnet sind. •) 

§.8. 
jäsymptoten der vierten Ordnany« 

164. Eine Asymptote der 4. Ordnung, welche vier lineare Asymptoten ersetzt, tritt in 
der folgenden allgemeinen Gleichung der Curven« n. Ordnung in Evidenz : 

fl4©„-.4 4- fiSiu^ = o. 

Die Form dieser Gleichung schliesst die verschiedenen in den sechs ersten- Paragraphen dis- 
cutirten Formen in sich ein. Als neue Fälle haben wir nur diejenigen zu betrachten, in wel- 
chen diese Formen: 

p0n_, 4- f^Sio^^ = o, 

0300-3 4- lüQn^t = O , 

ilberhaupt nicht existiren oder unbestimmt werden, was dann geschieht, wenn die Gleichung 
Cl) die folgende Form mit überzähligen Constanten annehmen kann: 

p^ßo_4 4- /«ßn— 3 = o. 
Wir wollen uns hier auf der Aufzählung der sieben möglichen Fälle beschränken , und, 
bloss der Kürze wegen , annehmen , dass »^5. 



') Eine Abhandlung unter dem Titel >,&um^ration des courbea da quatricme ordre , d'apres U nature 
difierente de leur« brancbes inGniea« ist von mir im Juli-Hefle isisd des 1. Bandes des „Journal de 
niathc-matiques par L io u v i 1 ie** erschienen und bei der Ausarbeitung des vorstellenden 7- Paragraphen 
benutzt worden. Wenn in dieser Abhandlung nur 135 Curven- Arien hervorgehoben worden sind, 
so ist diess nur wenig erheblich. Zu bemerlien ist ober, dass hier die Gleichung der 21. Art eine 
Constante zu wenig hat , wodurch denn auch eine Curven- Art (nach der Aufzahlung des Textes die 
49), welche dei* 46. Art vorhergehen muit, übersehen worden ist. Da indess andrerseits die durch 
64. angezeigte Art wegfallen must, so bleibt die angeführte Anzahl verschiedener Arten unverändert. 
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Erster PbU. 

Die Asymptoteu sind Curven vierter Ordnung^ der 139. Art. Die allgemeine 

Gleichung ist: 

jpi + q(Aq^+xp-)|s + y(p+n)tm-/iW = o. [17] 

Erst wenn x verschwindet, werden diese Curven durch Parabeln von der Ordnung f vertreten: 

CpH-Aq^)s + Kp+w)tu H- /iw «= o. [16] 

Zweiter Fall. 

Die Curve hat semicubi - parabolische Asymptoten und eine gerad- 
linige Asymptote, von derjenigen Richtung, nach welcher jene in zwei 
Puncten geschnitten wird. 

(p+7i)(pMq2)8 4- p(pM-iv)t + >T + /w == o. 116] 

Dritter Fäll 

Die Curve hat 2wei Gruppen parabolischer Asymptoten von gemein- 
samer Durchmesser-Riclituag. 

Die beiden parabolischen Asymptoten können sowohl imagin&r als reell sein. Diesen 
beiden Fällen entspricht das doppelte Zeichen in der nachstehenden allgemeinen Gleichung: 

jCp'+^qj^ ± x^r^js + Kp+«)(p^«t) + fi =0. [15] (1) 

in dein Falle , dass die parabolischen Asymptoten reell sind , können wir die vorstehende 
Gleichung auch auf folgende Form bringen, in welcher die beiden fttnfpnnctig osculirenden 
Hyperbeln, unmittelbar in Evidenz treten : 

(p'+^ q)(p'+^"r)8 "f Kp+n)(p24.,t) 4- /« = o. [15J (2) 

Diese Form, welche die nothwendigen 15 Constanten enthält, ist durch sich selbst gerecht- 
fertigt. Denn jede der beiden Parabeln: * 

p2 4. Vq = 0, p2 4- V'r = o, 

schneidet die Curve nur in 3 Puncten, weil 7 unendlich weit liegen. Von diesen kommen zwei 
auf denjenigen Zweig , den sie nicht osculirt , weil zwei Curven - Zweige , welche von zwei 
Parabeln mit derselben Durchmesser-Richtung filnfjpunctig osculirt werden , wie diese beiden 
Parabeln selbst, in unendlicher Entfernung* sich bertthreu. In den folgenden Fällen steigt 
die Ordnung der Osculation ; wir haben dieselbe wie früher (90) bezeichnet. 

VI V (p^+Vq)(p2+rr)s 4- Kp4-«)(pM-X't) 4- /i « o , • [14] 

VII V . + Kp+'i)(pM-i'q+'') + /* = o, [13] 
VIII V » H- i'fp4-7i)(pM-;i'q) + ^ = o, [12] 

VI VI (p24-iqKpM-A"r)s 4- Kp^+^) = , [13] 

VII VI . 4- Kp^+il't) = 0, [12] 

VIII VI » H- y(p^4-Vq4-x) = o, [11] 
Vn VII Cp^+^'q)(p^X''r)s H- iTH- ^ = o, [11] 
Vni VIII (p^+X'q)(p^A'r)8 + /« = o. [10] 

Bevor die parabolischen As>inptoten der beiden Gruppen sich dreipuncttg oscuiiren« rocken 
sie unendlich weit und die Curve hat nur Curven vierter Ordnung der 144. Art zu Asymptoten: 

|(P^^q)^ 4- P(p4-7i)q(s 4- vif+n)Cv^+xt) 4- A« = »• [^fl (3) 

In dem Falle zweier sich dreipunctig osculirenden parabolischen Curven-Zweige können 
diese sowohl imaginär, als auch reell sein. Diesem entspricht das doppelte Zeichen in der 
folgenden allgemeinen Gleichung dieses Falles: 

{(pM-AqV ± *^p4-»)^}8 + Kp4-«)Cp'44t) + fi ^ o. [18] (4) 
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In der folgenden Form treten , flir den Fall, dass die unendlichen Zweige reell sind, die 
beiden fünfpunctig osculirenden Parabeln , deren jede die Cunre nur in zwei Puncten schnei- 
det, unmittelbar in Evidenx: 

V V (p^Aq)(p'+Ar)8 + Kp+»)(p«+U) + a* = o. [13] 

Die Osculation dieser Parabeln steigt in den nachstehenden Fallen zu einer hohern Ord- 
nung an: 

VI V (p^q)(pM-ilr)s 4- Kp+»)(p^+it(i|+«)) + M « o , [1%] 

VU V . » 4- Kp+»)(pM-Aq) + /* a 0, [11] 

VI VI (pM-Aq)(p2+Xr)s + Kp'+U) =» o, [11] 

VnVI • . + yifZ^Xiq^u)) = o, [101 

VUVU (p^Xq)(p^Ar)8 + ^ « o. [9] 

Bei dem Uebergangs^Falle zwischen zwei Gruppen sich gegenseitig osculireuder, reellen 

und imaginären parabolischen Asymptoten , nimmt die Gleichung (4) , indem sie eine Con- 

stante verliert, die folgende Form an: 

}(pM-^)^ + ^p}s "f ir(p+n)(pM.U) + /« « p. [12] 

Dann hat die Cunre in unendlicher Entfernung eine Spitze zweiter Art , die von zwei para- 
bolischen Schenkeln gebildet wird. Die Oi^dnung der gegenseitigen Annäherung dieser bei- 
den Schenkel beträgt f, sie ist zugleich die Ordnung der Annäherung an die Parabel: 

p2 + Aq « o, 

und bleibt es immer , wie wir auch diese Parabel , parallel mit sich selbst , nach der Rieh- 
tnng ihrer Durchmesser verschieben. 

In dem Falle zweier sich vierpunctig osculirenden parabolischen Curven-Zweige können 
diese wiederum sowohl imaginär als reell sein. Diesem entspricht das doppelte Zeichen, in 
der nachstehenden allgemeinen Gleichuilg dieses Falles: 

j(pM-Aq)* ± a^js + Kp+«)(p'+^(q+x)) •♦• a* = o. [11] 

In der folgenden Form treten , für den Fall , dass die unendlichen Zweige reell sind , die 
beiden fUnfpunctig osculirenden Parabeln , deren jede die Curve nur in einem einzigen Puucte 
sehneidet , unmittelbar in Evidenz : 

V V (p^Xq)(p«+X(q-hx))s -f vif+n^f^+liq+n')} +-^ = o. [11] 
Die Ordnung der Osculation ist in den nachstehenden Fällen gestiegen: 

VI V (p24.Xq)(q2+A(qH-x))8 + Kp+")Cp'+^q) + /« = o, [10] 

VI VI (p«+Aq)(p«+i(q+x))8 + y(pH-A(q+K)) = o. [9] 

Bei dem Uebergang von reellen zu imaginären, vollständigen parabolischen Zweigen des 
vorigen Falles , ergibt sich die folgende Form : 

(p^Xq)38 + Kp+ÄlCp^+^tf+'^O + A* = o. [10] 

Dann bildet die Curve in unendlicher Entfernung auf der Parabel : 

p3 + Aq ^ o, (5) 

eine Spitze zweiter Art. Die Ordnung der gegenseitigen Annäherung der beiden Schenkel, 
welche diese Spitze bilden , beträgt | ; dasselbe ist die Ordnung der Annäherung an die frag- 
liche Parabel ; verschieben wir diese nach der Richtung ihrer Durchmesser, parallel mit sich 
selbst , so sinkt jene Ordnung auf |. 

In einem neuen Falle hat die Curve zwei vollständige parabolischen Zweige, welche 
anter sich und mit der Parabel (5) einen fttufpunctigen Contact (einen Contact der ersten 
Ordnung) haben : 

(P^^q)*s + Kp+«)(pM-Aq) -(• /t* « o. [9] 

Diese Parabel sehneidet die Curve in keinem Puncte mehr und somit ist die hächste Ordnung 
der gegenseitigen Annäherung beider erreicht. Um zu erkennen, ob diese Zweige reell oder 
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imaginär sind, können iittr, für unendlich weit entfernte Puncte, s*=q=^-^^ setzen. Dann 

kommt für solche Puncte: 

(pM-^)2p2 — y;i(p2+Aq)p -^ ^iX « o , 
wonach wir für CpH'Aq)p reelle oder imaginäre Werthe erhallen, je nachdem: 

(y-A-|-4ju)A > o , oder iv^X-^4fOk<o. 

Hierin liegt denn auch die Unterscheidung , ob die unendlichen Zweige der Cunre reell oder 
imaginär sind. Wenn insbesondere 

v^X •♦• 4/M = o, 
so können wir, indem wir zugleich die Function s in (q+ap+Z^) auflösen und, der Kürze 
halber, 

p^ + Aq = il 
setzen, die Gldchung der Curve folgend ergestalt schreiben: 

il^Cq+ap-h/^) + Kp+?i)JI — ii'U = 0, [^ (5) 

und dann auch auf die folgende Form bringen : 

I Jlp— §Ayj2 — ÄiZ(apJl+m) — XßJl^ — W « o. 
Die Glieder dieser letzten Gleichung sind nach der Ordnung ihrer Grösse für unendp- 
lich weit entfernte Puncte geordnet Bei gehörigen Vemachlassigungea kommt für solche 
Puncte: 

n = }Ayp-i ± v^|XJI(apJl+v«)| p-^ 
= JXv[p-i ± v<(aA+27i).p-2}. 
Wir sehen also , dass die Curve in dem vorliegenden Falle eine solche Spitze zweiter Art 
hat , deren beiden Schenkel mit der Parabel JI einen Contact der ersten Ordnung, unter sich 
aber einen Contact von der Ordnung ^ haben. Es liegen hiernach die beiden Schenkel auf 
derselben Seite dieser Parabel. *) 

Wenn, indem wir fortfahren die Curve zu particularisiren : 

aX + 2x SS o^ 
so erhalt dieselbe ihre beiden vollständigen parabolischen Zweige wieder. Die Gleichung C5) 
geht alsdann in die folgende über: 

J12(q-yp+/?) + Kp+«)« — iv^X = o, [7\ 

und kann folgendergestalt geordnet werden: 

|JIp— 5AH-;iJ7j2 — ^Xß^n^m — il3 = o. 
Für die unendlichen Zweige ergibt sich hiernach: 

n « Jiyp-i — \n± /(Aj^Ti^) } /7p-S 

Die beiden unendlichen Zweige der Curve haben also unter einander einen Contact von der 



*) Dieser Fall und die folgenden sind denjenigen analog, da«« znm Beispiel, bei Curven vierler Ord- 
nung , zwei unendliche Zweige unter einander einen Contact von den Ordnungen | , 2 und 4 > ™i^ 
ihrer genaeinftchafüichen Asymptote aber nur einen Contact von der 1. Ordnung haben können. 
Hier berühren sich zwar die beiden unendlichen Zweige in mehr als zwei Puncten, aber nur durch 
zwei derselben lässt sich eine gerade Linie legen , so dass diese die Curve nur in vier Funden 
schneidet. In den Fällen des Textes berühren sich zwei parabolische Zweige zwar in mehr als fünf 
Puncten , aber nur fünf sind als auf derselben Parabel liegend zu betrachten, so dass die osculireude 
Parabel, indem sie nur zehn Puncte mit der Curve in unendlicher Entfernupg gemein hat, auch 
in Beziehung auf die Ordnung des Contactet einen Curven - Zweig nicht vollständig vertreten kann. 
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Ordnung i, wAhrend ihr Contact mit der Parabel Jl von der ersten Ordnung geblieben ist. 
Sie liegen beide auf derselben Seite dieser Parabel und sind reell oder imaginär, je nachdem 

i/5 + n^ > o , oder A/? + ti* < o. 

Wenn insbesondere endlich: 

Xß + ^2 « o, 
so wird die Gleichung (5) die folgende: 

^K^-^t—p + Kr+^^n — i^^^ = 0, [61 

und kann auch folgendergestalt geschrieben werden: 

I /7p— JAh-«/2 } 2 — Jl^ « o =« o. 
Dann kommt für imendlich weit entfernte Puncte der Curve : 

n « Ikvf'^ — A«i2p*t ± jiip-* 

woraus ersichtlich ist, dass zwei unendliche Zweige der Curve eine solche Spiüse aweiter 
Art auf der Parabel 11 bilden j deren Schenkel unter sich einen Contact von der Ordnung i 
haben. 

ffiermit sind alle untergeordneten Fftlle des dritten Falles erschöpft. Wir mussten dem. 
selben eine besondere Aufmerksamkeit schenken^ weil hier neue Beziehungen zur Sprache ge- 
kommen sind. Die folgenden Falle können wir kurz behandeln. 

Vierter Fall 

Die Curve hat eine Gruppe parabolischer Asymptoten und zwei gerad- 
Ifnige Asymptoten, welche mit zwei Durchmessern jener zusammen- 
fallen: 

(p^±|^)(p^+^q)s + Kp-f-n)(pM-xt) + ^ == o. [14] 

Fünfter Fall 

Die Curve hat eine cubiparabolische Asymptote, und Überdiess eine ge- 
radlinige Asymptote, welche ein Durchmesser derselben ist: 

(P+^)(P*+Aq)s + Kp-H»)' H- A<t = o. [1»| 

Sechster Fall 

Die Cmrve hat Parabeln der vierten Ordnung zu Asymptoten: 

(p*+Aq)s -f vfH -h jwfp-fn) e= o. lli\ 

Siebenier Fall. 

Die Curve hat vier parallele geradlinigen Asymptoten, odtr, mit andern 
Worten, in unendlicher Entfernung einen vierfachen Punrt: 

p(P+«)(p+»')(P+Os + ^(p-f«)(p+a'Kp-fa") = o. |lll 

Es versteht sich , dass die vier parallelen As}inptoten auck paarweise imaginär sein 
können. Es können auch zwei , drei , auch zwei und zwei , und endlich auch alle vier zu- 
sammenfallen. Es können sich aber nicht zwei vollständige Curven - Zweige an einer Dop- 
pel - As>inptote berührend hinziehen, weil dann eine gerade Linie, welche in diese Asymptote 
fUlt , die Curve in 6 Puncten schneiden müsste, von welchen vier auf die fraglichen Curven- 
Zweige und zwei (dem Contacte fremde) auf diejenige kommen, welche zu den beiden übrigen 

20 
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ParalleUAsymptoten gehören. Einer Doppel-Asymptote entspricht hier iramer eine Spitze er- 
ster Art. In dem Falle der folgenden Gleichung bildet die Curve zwei solche Spitze« auf 
zii'ei parallelen Doppel - Asymptoten : 

p2(p-f-?r)=s -i- ^(p+«)(p+o')(p+a") = o. [9] 

Wenn drei Asymptoten zusammenfallen, so kommt: 

p3(p-f7i)s + A(p+«)(p-ha)(p+a") « o, [9] 

und die Ordnung der Annäherung an diese betrugt immer nur {. Wenn alle vier Asympto- 
ten zusammenfallen, wo alsdann 

p^s 4- A(p4-o)(p4-a)(p-H«") = o, [8] 

so beträgt diese Ordnung immer |. 

Wenn unter den vier parallelen A6>inptoten sich eine befindet, welche mit keiner der 
übrigen zusammenfällt, so gibt es nothwendig eine Hyperbel, welche den an dieser Asymptote 
sich hinziehenden unendlichen Zweig fünfpunctig osculirt. Diese tritt fQr die Asymptote P in 
der nachstehenden Gleichung in Evidenz : . 

(p+Ä)(pH-7r')(p+n")[pt+/i) 4- dpXp+i5)(p+/J') = 0. [111 

Wir sehen zugleich, dass die Osculation, durch das Verschwinden von ß und ß' noch 
um zwei Ordnungen, nemlich bis zu einer siebeupunctigen , ansteigen kann; und diess ist 
damit im Einklänge, dass, wenn wir zu den entsprechenden 7, imendlich weit entfernten, 
Durchschnittspuncten die 3, der Osculation fremden , hinzuzählen., dadurch die 10 Durch- 
schnittspuncte der Curve und einer Hj'perbel erschöpft $ind. , 

165. Ohne die allgemeinen Gleichungen für Curven einer beliebigen n. Ordnung, wel- 
che die sieben verschiedenen, in diesem Paragraphen aufgezählten, Arten von Asymptoten 
der vierten Ordnung haben, hinzuzuschreiben, berühre ich nur den wichtigsten Punct, in allen 
unseren Discussioneji : die Anzahl der Constanten. Diese vermindert sich bei jeder folgenden Art 

von Asymptoten um eine Einheit, und sinkt somit vonf — ~ 3 ] bis zu ( - J" — sX 

Diese letzte Anzahl bezieht sich nemlich auf den Fall von vier parallelen Asymptoten , dem 
die folgende Gleichung entspricht : 

p(P+»)(p+'^'KpH-»")0n-4 + ^'P+a)(p+a)(p+a")Ön-5 + ."(p+/»)(p4-i5)0„«6 

4- »'(p-fy)9n-7 + pßn-9 = O. — 
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lieber die Singularitäten in dem Laufe der Cur\en, 



OUeuMloa der veneliledienea mltvllrheii FKlIe •Insnllirer Puacte niul alnitMlllrer 

■ 

Tanipeaten der Cojrvea« 

1. Es seien q und p beliebige lineare Punct - Coordinaten. *) Alsdann stellt die 

Gleichung : 

N F(q,p) = ß = 0, (1) 

irgend eine Curve dar , die ydr uns durch die Bewegung eines Punctes be^hrieben denken 

und die Gleichung: 

q = xp ^ y, (2) 

ist die Gleichung irgend einer geraden Linie. Die Durchschnitte dieser geraden Linie mit 

der Curve sind durch die Wurzeln der nachstehenden Gleichung gegeben : 

F((xp-hy),p) = H = o. (3) 

Sollen zwei Durchschnitte zusammenfallen und demnach die letzte Gleichung zwei 

gleiche Wurzeln haben, so muss, für diese Wurzel werthe, neben der letzten Gleichung, 

auch noch die folgende beMedigt werden: 

dp 
Wenn ein Durchschnittspunkt der Curve (1) und der geraden Linie (2) und also die ent- 
sprechenden Werthc von i| und p gegeben sind, so können wir, im Allgemeinen, durch 
die letze Gleichung x und dann durch die Gleichung (2) y auf lineare Weise bestimmen. 
Diese Constanten - Bestimmung macht, im Allgemeinen, die gerade Linie (2) zur Tan- 
gente der Curve in dem gegebenen Puucte. Immer aber fallen, wenn die Gleichungen (3) 



*) In der allgemeintten Anuahroe Ut: 

u y 

\ indeiD wir durch a , t und w drei ganze linearen Functionen bezeichnen. Für die Entwicklungen 
det gegenwartigen Paragraphen können wir, ohne der Allgemeinheit irgend Abbruch zu thun, an die 
Stelle der linearen Function w eine blosse Constaote setzen , und demnach q und p selbst als 
ganze lineare Functionen und, wenn wir wollen, insbesondere auch als gewöhnliche Parallei-Coordi- 
naten betrachten. 
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und (4) beide befriedigt werden, zwei Durchschnitte der Curve und der geraden lanie in 
einen einzigen Punct zusammen. 

Wenn nur die Cunre (1) und nicht zugleich auf ihrem Umfange ein Punct gegeben ist, 
so können wir noch eine neue Bedingung hinzufDgen und dann zwischen den Gleichungen 
(2), (3>), (4) und der neu hinzukommenden Bedingungs - Gleichung , nachdem q und p elimi- 
nirt worden sind, x und y bestimmen. Eine solche neue Bedingung ist zum Beispiel dieje- 
nige, dass die Gleichung (3) nicht bloss ein einziges Paar, sondern zwei Paare glei- 
cher Wurzeln habe. Diese Constanteu - Bestimmung wttrde die gerade Linie (2), im All- 
gemeinen, zu einer solchen, welche zwei reelle oder imaginaire Zweige der Curve (1) 
zugleich berührt: zu einer Doppel-Tangente, machen. Solche Doppel- Tangenten sind 
also für, Curven , welche durch die Bewegung eines Punctes beschrieben werden , im Alige- 
meinen in gewisser Anzahl vorhanden« 

Eine solche neue Bedingung ist ebenfalls, dass die Gleichung (3) drei gleiche Wur- 

^zeln habe, und dass also, neben dieser Gleichung, und der Gleichung (4) anök noch die 

folgende bestehe : d'S _ (5) 

dp^ "^ 

Nach dieser Bestimmung erhalten wir immer diejenigen geraden Linien, auf welchen 
drei Durchschnittspuncte mit der Curve in einen einzigen Punct zusammenfallen; also, im 
Allgemeinen, die, in gewisser Anzahl vorhandenen, Tangenten in den Wendungs puncte n 
der Curve. 

Bei Curven von besonderer Art können auf einer geraden Linie mehr als drei 
Durchschnittspuncte in einen einzigen Punct zusammenfallen. Es fallen vier Durchschnitte 
in einen Punct zusammen , wenn auch noch die Gleichung : 

dp3 "* "' 
neben der frühern besteht; besteht zugleich auch noch die folgende Gleichung: 

dp* ■" ®' 
so fallen fünf Durchschnittspuncte zusammen. Wenn überhaupt m Durchschnittspuncte zusam- 
menfallen sollen , so müssen alle partiellen Differential - Coefficienten von H in Beziehung anf :. 
p, bis zur (m— 1). Ordnung einschliesslich , für die bezüglichen Coordinaten - Werthe ver- 
schwinden. 

2. Wir wollen hier eine Bezeichnung einführen, welche uns in den nac|isten Untersu- 
chungen den Vortheil einer grossen Kürze gewähren wird. Es sei nemlich: 

1 (dq dp\ 



1 . 2 / dq2 dq dp ^ dp^ 

Id'fl , « d»fl , ^ d^fl d^fli ^ 



1 « 2 . 3 ) d«"^ dq^ dp dq dp^ ' ^ dp* \ 



1.2..m/dq'» dq"»-«dp 1.2.. s dq"»-*dp» 

dq dp'"-' dp« 



X«" 



kUl 
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Wcan wfar berttcksichtigen , dass in Folge der Gletchiuig (8): 

dp • 

SO überseageo wir uns sogleich , dass nach unserer B^eichnung : 

also, in Worten ausgedrttdct, dass der Differential • Quotient , den num erhalt, wenn man die 
Function 0n (wo m irgend eine beliebige ganxe Zahl anzeigt) in Besiehung auf p diffe- 
rentürt, indem man q, nicht aber x, anigleich mit p sich andern Iftsst, gldch ist dem (m+1)- 
fachen der Function (Pm+i. Insbesondere also hat man : 

iO. . dO, ^ ^ 
dq dp '' 

Man hat femer, wovon man sich ebenfalls leicht flberzeugt: 



dg °^ ^ dp ^ öxi ^ dxg dKP„4^| . 

—^ di; — ^ — == —i^ • * + — di^ ^»-f+^) -dir- 

Indem wir femer für m und g besondere Werthe nehmen , ergeben sich hiernach die folgen- 
den Gleichungen: 

, d©i j dfl)| 

dx dx ^ d<D, 

dq dp dx 
, dö), dö)^ 

U * " fl • — J -- - 

dq ' dp ' dx ' 
j dO, ^ d<D3 

dx ' d* „ dO« 



dq dp dx ' 

d3 dfO, 

■ ■ dx» . dx^ ^ d»©» 



d 



dq " • dp dx»' 

d»<I>s . d^, 

dx» dx» „ d»<I>4 



dq dp dx» ' 

dx« * dx* ^ d'O« 



dq dp dx 

3. Wenn wir die Gleiehnngen : 

iS d»H d*fi ^^ «»"g - p 

n denen wir in der 1. Niinuner gefconunen dnd, entwickeln und «ujfleich beracksichtigen, 
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dass ^ = Xy so erhalten wir nach der in der vorigen Nummer eingeführten Bezeichnung: 
dp 

a)| = 0, 0)2=0, ä>8 = O» . • . <Pm = O. 

Also auch, wenn, Air bestimmte Coordinaten Werthe, die vorstehenden m Gleichungen, zu- 
gleich mit der Gleichung der Curve (1) und der geraden Linie (8), befriedigt werden, schnei, 
det nach der 1. Nummer diese gerade Linie die Curve immer so, dass (m+1) Durchschnitts- 
puncte in einen einzigen Punct , der jenen Coordinaten- Werthen entspricht , zusammenfalJen. 

4. Wenn wir ferner die Gleichung der Curve: 

ß » o (1) 

wiederhohlt voIlstlUidig differentiiren und dabei auf die analytischen Erörterungen der 3. 
Nummer Rücksicht nehmen, so ergibt sich unmittelbar: 

<P, « o, (2) 

^ ^ da)^ d^x d(P| d«x 

^ _ «HPj d«x d«, d*x • 

) ^ r dx ■*" * "dx^" ii'^~diF\^^J J dp* ■*" * ~di^\iy^ ) { 

In diesen Entwicklungen, die wir ohne SchM'ierigkeit weiter fortführen können, kann 
jeder Differential-Quotient der m. Ordnung von x durch den Differential-Quotienten der (m+1).. 
Ordnung von q ersetzt werden. Es ist: 

d™x ^ d"»-*^*q 

dp" "" dp^^*' 

Einfach^ Puncte. 

5. Wenn wir auf dem Umfange der Curve £2 einen Punct annehmen und dann für die 
Coordinaten - Werthe dieses Punctes nicht zugleich: 

*[ = ^^ dir = ^- 



+ 35 
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so wird die Gleichung: 

©1 = 

keine ide ntisclie und gibt ininer für x einen einsigen, irollkonunen bestimmten Werth und der 
auf der Curve angenommene Punct ist ein einfacher Punct Es vereinigen sich in dem- 
selben nicht flwei verschiedene Zweige der Curve. Die Tangente in dem einfachen Puncte 
ist ihrerseits audi eine einfache und gewöhnliche , wenn auf ihr nur awei Durchschnitte mit 
der Curve in einen Punct susaramenfallen und also nach 4ler S. Nummer flhr die Coordina- 
ten-Werthe dieses Punctes nur die Gleichung (8), nicht aber die folgende Gleichung: 

©2 = o, (9) 

befkiedigt wird. Besteht aber die vorstehende Gleichung (9) für dieselben Coordinaten- 
Werthe und den durch die Gleichung (8) bestimmten Werdi von x , so fallen auf der Tan- 
gente drei Durchschnitte mit der Curve in den Berfihrungspunct zusammen und es ist daher 
diese Tangente eine dreipunctig osculirende. Sie ist eine vierpunctig osculirende, 
wenn zugleich mit (8) und (9) die Gleichung: 

©3 « , (10) 

eine fttnfpunctig osculirende, wenn, neben den bisherigen, auch noch die folgende Gleichung: 

<1>4 = o 
befriedigt wird, und so weiter/ 

6. Ffir eine gen'öhnliche Tangente gibt die GIpichung (3) : 

d^ ^ a« ^ _ 2 ^ 

dp2 dp *° d<Pi 

dp 
also immer einen vollkommen bestimmten Werth , der nie verschwindet und nur mit x zu- 
gleich unendlich wird. Da aber x , wenn es unendlich ist , durch irgend eine Drehung der 
Curve gegen das Coordinaten-System , endlich wird, so können wir immer, unbeschadet der 
Allgemeinheit , von Vorne herein annehmen , es habe m einen endlichen Werth. Die i^orste- 
henden Differential - Quotienten verschwinden aber, wenn die Tangente eine drei- oder 
mehrpunctig osculirende ist, weil alsdann 02 verschwindet, aber, nach den Vor- 

d<Pi dii 

aussftzungen zu Anfang dieser Nummer, nicht -^ und nicht, was dasselbe ist^ ^--. 

Filr eine dreipunctig osculirende Tangente gibt die Gleichung (4): 

d^i| _a'x^ _ 2 3 ©3 



dp * dp2 d ö), ' 

dx 
und dieser neue Ausdruck ist ein vollkommen bestimmter und endlicher. Er verschwindet 
aber für eine vier- oder mehrpunctig osculirende Tangente. 
Für eine vierpunctig osculirende Tangente gibt die Gleichung (5): 

dq«-dp» "" *••*•*• dC^' 

dx 
und dieser Ausdruck ist endlich und bestimmt; er verschwindet nur fttr eine fünf- oder 
mehrpunctig osculirende Tangente. 

Ueberbaupt ist fttr eine nipunctig osculirende Tangente t-^ der erste Differential - Quo- 
tient von q in Beziehung auf p, welcher (wir sehen hier von -j^ "^ ^ K^^^"^ ^^) "'^'^^ ^^*'' 
schwindet. Er ist von der m. Ordnung. Kein Differential - Quotient einer höhern Ordnung 
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wird alsdann unendlich. Ferner ist 5-^1 der erste DifferentiaI-(h<o^ic>i^ ^^^ ^ in Beziehung 

auf p 9 welcher nicht verschwindet, und kein Differential-Quotient einer halbem Ordnunf^ wird 
unendlich. Wenn m eine gerade Zahl bedeutet, so wird , wenn wir die Curve in eine sol- 
che Lag« bringen, dass auch x verschwindet ^) , die Function q ein maximuni oder minimum 
und die Curve liegt also ganz auf derselben Seite der Tangente. Alsdann ist x kein maxi- 
mum oder minimum.' Wenn hingegen m eine ungerade Zahl bifdeutet, so ist, unter der obi- 
gen Bedingung , q kein maximum oder minimum : die Curve liegt zu beiden Seiten des Be- 
riihrungspunctes auf entgegengesetzter Seite der Tangente, sie wird von dieser zugleich ge- 
schnitten und berührt. In dii«em Falle ist x ein maximum ^der minimum, das heisst, wenn 
wir uns die Curve durch eine sich bewegende gerade Linie umhüllt denken, so erreicht diese 
gerade Linie, wenn sie in die fragliche Tangente fkllt, eine Gränzlage, und fiüigt an, wenn 
der Berühruugspunct weiter fortrückt , in entgegengesetzten Sinne sich zu drehen. 

Bedeutet also g irgend eine ganze Zahl, so ist, wenn eine Curve in einem ihrer Puncte 
von einer Tangente (2j4-l)punctig osculirt wird, dieser Pimct ein Wendungspujnct, 
Fig. (10. 11. ) (Fig. 10.) was nicht der Fall ist, bei einer 29punc(igen Osculation. (Fig. 11.) 

7. Wenn wir , der Kürze halber , 

q — xp — y = r 

setzen, so ist allgemein: 

' dr = dq — xdp, d^r = d^, d'r = d^q, . . . d^r = d"q, . . . 

Es ist also, wenn wir vom Bertthrungspuncte einer mpunctig osculirenden Tangente aus auf 

d™r 
' der Curve weiter gehen, v-^ der erste, nicht verschwindende Differential -Quotient von r, in 

Beziehung auf p. Entwickeln wir nach der Tay! ersehen Reihe, so kommt: 

~ dp"» ' 1.2..m ■'■ dp»"-^^ 1.2..(m+i) "*• ' 
und diese Entwicklung zeigt, dass die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Tan- 
gente , mit jedem neuen Durchschnittspuncte , der mit dem Berührungspuncte sich vereinigt, 
um eine neue Einheit steigt Schon für den Fall einer dreipunctigen Berührung wird der 
Krümmungshalbmesser unendlich gross. 

Doppelpuncte, 

8. Wenn zugleich: 

dß dß ,,. 

d^=^' -dp = "' ('> 

nicht aber überdiess auch noch: 

d^fi^ d'ß _ iPß _ 

dq2 ^' dpdq ""^^ dp^ "^' 

so besteht die Gleichung: 

Ol «. o 
für jeden beliebigen Werth von x. Es fallen also , nach der B. Nummer , auf jeder belie- 
bigen geraden Linie, welche durch denjenigen Punct geht, dessen Coordinaten zugleich die 



*) Dann ht, in dem Falle dass q und p ganz« lineare Functionen bedeuten, die fragliche Tangente 
der geraden Linie Q parallel. In der allgemeinen Functions-Beslimmung der Note zur 1. Nummer 
geht diese Tangente durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien U und W. 
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Qleichuag der Cunre und die Gleichung (1) befriedigen, in diesem Puncle swei Durchschnitte 
zusammen. Ein solcher Punct heisst einDoppelpunct 

Es gibt ferner immer 2wei Werthe fttr x, die wir durch xi und x^ unterscheiden 
wollen, welche die Gleichung: 

fl>2 = o, - («) 

befriedigen, so dass also auf jeder der beiden entsprechenden geraden Linien drei Durch- 
schnittspuncte mit der Curve zusammenfallen« Diese beiden geraden Linien sind die beiden 
Tangenten an die beiden Zweige der Curve, welche in dem Doppelpunrte sich vereinigen. 
X| und X2 sind reell, imagin&r oder einander gleich je nachdem: 

Z' d^ß \^ d^ß d^ß 

Vdpdqy ~dcp di^ ^ ^' ^^^ 

/- d^ß \' _ d^ d^ß ..X 

Vdpdpy dq^ ' dp2 ^ ^' ^^ 

/^i^Qy d^ß d^ß ... 

^ dpdq^ - dii^ • dp^ •= ""' ^^^ 

Dem entsprechend sind die beiden Zweige der Curve reell, imaginär, oder sie haben 
eine gemeinschaftliche Taugedte. Den ersten dieser drei Fälle wollen wir zunächst betrachten. 

9. Die Gleichung (3) der 4. Nummer , welche sich auf die vorstehende Gleichung (2) Fig. 12* 

dx 

reducirt, gibt nicht mehr, M'ie in dem Falle eines einfachen Punctes, den Werth von ^- 

d^a 
oder . -;' ^^^^ ^^ ^^^ Gleichung (4) der eben angezogenen Nummer ergibt sich : 

d^i ^ dx . _ 2O3 .^x 

dp^ dp "' . dö)/ ^^^ 

.ix 
Dieser Werth ist ein doppelter, je nachdem wir X| oder *2 für x einsetzen. Er kann nicht 
unendlich werden , als nur zugleich mit X| und Xj , die wir immer , unbeschadet der AUge- 
meinheit, als endliche Grössen betrachten k<^nnen. Denn die Bedingungs - Gleichung: 

AO2 

d. ="' 
bezieht sich auf den , einstweilen hier ausgeschlossenen ifall , dass die Gleichung (2t) gleiche 
Wurzeln hat. Nachdem die beiden Werthe von x und die beiden beztiglichen Werthe von 

dx 

.- bestimmt n'orden sind, gibt die Gleichung (5) der 4. Nummer die beiden bezüglichen 

d^x 
Werthe von ^2 ' ^'^ ^'^^ unendlich werden ; und so weiter. Hiernach können wir das Fort- 
scbreiten jedes der beiden sich schneidenden Zweige, vom Doppelpuocte aus, vollständig be- 
stimmen. (Fig. 12.) 

Wenn filr einen der beiden Werthe xi und Xj, neben der Gleichung (2), auch die fol- Fig. 13. 
gende Gleichung: 

dx 

befriedigt Mird , so verschwindet der entsprechende M'ertlf von -. und der bezügliche Punct 

ist alsdann ein Wendungspunct des entsprechenden Zweiges der Curve. (Fig. 13.) 

. Wenn die beiden Wurzeln der Gleichung (2) zugleich Wmrzritt der Gleichung (7) sind, Fig. 13—14. 
so schneiden sich zwei solche Zweige, welche beide in ihrem Durchschnittspuncte einen 
Wendungspunct haben. In diesem letztern Falle gibt die Gleichung (5) der 4. Nummer: 

21 
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die 
Der vorstehende Ausdruck kann nie unendlich oder Null werden. Da , wie num leidit äeht, 
die 3. identische Gleichung der 8. Nummer zu folgender Gleichung führt: 

SO ist: 

da>2 



!®2 ^ d^/, _ ?^±iA 
dx dq^V « / 



d^x 
und somit erhalt der Nenner des vorstehenden Ausdrucks für ^.-7 , den beiden Werthen x^ 

und Xj entsprechend , die beiden gleichen und entgegengesetsten Werthe : 

Je nachdem also der Werth der Function <1>4 sein Zeichen ändert oder nidit, wenn wir nach 

d^x 
einander x^ und Xj für x substituiren , haben die beiden Werthe ffir ^^ gleidies Zeichen 

oder nicht. In dem Falle eines gleidien Zeidiens stimmen , in der Nahe des Doppelpunctes, 
die Zeichen der Ausdrücke : 

' dp2 1.2 

^''^ - dF T7¥^ 

überein, so dass , fUr die benadibarten Puncte beider Zweige , die Tangenten ihre Rich- 
tung in demselben- Sinne andern. (Fig. 14.) Wenn hingegen O4 Werthe von demselben Zei- 
chen erhalt« wenn wir nach einander x^ und Xj fiir x einsetzen, so andern, fltr die benach- 
barten Puncte der beiden Zweige, die Tangenten ihre Richtung in entgegengesetztem Sinne. 
(Fig. 15.) 
Fig. 12—15. Es kann, im Allgemeinen, jede der beiden Tangenten» unabhängig von der andern, eine 
nach beliebiger Ordnung osculirende sein. Wenn x^ die (mi— t) Gleichungen: 

0), « o, a>s » o» * • . Ö>n.^ = o, 

und X2 die (mj— 1) Gleichungen : 

Ö>2 = P , ©j = o , . . . <P«., = o , 

befriedigt, so ist eine der beiden Tangenten eine m^punctig, die andere eine m2punctig oscu- 
Urende. Jeden der beiden Zweige können wir einzeln für sich verfolgen ; für jeden erhal- 
ten wir bestimmte Werthe für die Differential-Quotienten der hohern Ordnungen, deren keiner 
unendlich wird. Bedeuten m^ und mj beide gerade Zahlen, so haben die beiden Zweige 
die gegenseitige Lage, wie in der IS. Figur. Ist eine dieser Zahlen gerade und die andere 
ungerade, so ergibt sich die Lage der 13. Figur. Wenn endlich m^ und n^ zwei ungerade 
Zahlen bedeuten, gelangen wir entweder zur Lage der 14. oder 15. Figur. Welche von bei- 
den Lagen in jedem vorliegenden Falle Statt findet, hangt davon ab, ob der Werth der Fun. 
ction Oa^+^ für x=x, und der Werth der Function Oa +% für xsxj , entgegengesetzte oder 
gleiche Zeichen erhalten. 

10. in dem Falle der Bedingung (4), wo x, und Xj imaginäre Werthe erhalten, sind 
die beiden sich schneidenden Zweige zwar imaginär , schneiden sich aber in einem reellen 
Puncte. Dieser Puiict ist ein isolirter, ein conjugirter Punct der Curve. Die beiden 
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Taageulcti deMribfn sini MMgiBttr. Sie können in onterf «ordneten Fällen osculirende sein; 
dann aber fei nothwendig« ftr beide, die Ordnung der Oscvlation dieselbe. Denn , wenn die 
Gleicbnngen O^^o und d>3sso beide eine isai^nftre Wursd (x^^x^^-^l) baben, so baben 
aucb beide die zuleite imapnAre Wurzel (x^—Xj/ — 1). Die Curve bat alsdann in ihrem 
isolirten Puncte zwf i imaginAre dreipunctig osenlirenden Tangenten. Sie hat zwei 
imaginAre vierpnnctig osculireiiden Tangenten, wenn eine dieser beiden imaginl- 
ren Wurzeln, und also auch die andere, flberdiess noch die Gleichung d>4==o befiriedigen. 
Und so weiter. 

11. Wir wenden uns nun zu demjenigen Falle, dass die Bedingungs -Gleichung: 

' \iriqj ~dq2 dp^ ' w 

Statt findet, und also die folgenden beiden Gleichungen: 

^ d©, 

•®» = o, -3i'=o, (8) 

neben einander befriedigt werden. Alsdann erhält man: 

d^fl d^fl 

_ dpdq _ dp^ 

dq^ dpdq 

Wir wollen die verschiedenen Formen der Curve, welche diesem Falle entsprechen, nach ein- 
ander disnitiren. 

I. In dem allgemeinen Falle, wo d>3 nicht verschwindet, gibt die Gleichung (4) der Fig. te. 
4. Nummer: 

dp2 dp d<p2 

Es ist also der Krfimmungshalbmesser der Curve in dem fraglichen Puncte gleich NulK Da . 

dp 

dx = ^^ 
tritt uns p als maximum oder minimum in Beziehung auf x entgegen , vorausgesetzt , dass 

nicht zugleich auch -r-^ verschwindet Dass diess Niemals geschieht, ist leicht zu zeigen, 

diD ' 
wenn wir vorerst -— noch nicht versdiM'inden lassen. Denn man hat tiberhaupt: 



mithin ist: 



d^x _ ^ /dxV *np 
Sp " Vif) dx'' 



d7 • dp^ = *®' (dp; ATr 
Hiemach gibt die Gleichung (5) der eben angezogenen Nummer, wenn wir alle Glieder der- 
selben durch (-r-) dividiren , imd nach der Division -^ gleich Null setzen : 

also fttr den zu bestimmenden DilFerential - Quotienten immer einen vollkommen bestimmten 
und endlichen Werth. Während also x, wodurch die Richtung der, die Curve umhüllenden 
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geniem Linie heftint wiri, onitimiiriidi wädist, erreicht, ia fn^üAm Paacte, p ein 
naiD oJer fluoiaian: es hililet die dnre eine Spitxe erster Art (Kg. lliL) 
II. In dem untergeordneten Falle , da« sngleich 

fallen, nach der 8. Nnauner, aaf der Tangente in fraglichen Punde, nidit wie ini AUge^ 
meinen, bloss drei, sondern rier Durchschnitte mit der Cunre zusammen. Man indei: . 

d^ _ dx _ ^2 .0z _ o 

dp' ~ dp *" d^ "" o ' 

dx 
und wenn man, um den wahren Werth zu erhalten, Nenner und Zahler vollständig dUTe- 
rentiirt, indem man x, q und p sich ändern iässt, so kommt: 

dx^ ^/^^+ d7 d? 



dp ^ ' dOg d^O, dx • 

* dx "*■ dx^^ ' dp 

dx d^o ' 

Polglich erhalten wir zur Bestimmung der beiden Werthe von r- oder j-^ die nachstehende 

quadratische Gleichung: 

'-^ O' * * '-S o * •». - •■ <«•) 

die auch unmittelbar aus der Gleidiung (5) der 4. Nummer hervorgeht, wenn wir auf die 
erste und letzte der drei Bedingungs-Gleichungen (9) Rücksicht nehmen. Die beiden Wuneln 
dieser Gleichun/i; sind reell , imaginär oder einander gleich , je nachdem der folgende Aus« 

druck : /^äO^ \^ _ « ^2 ^ 

V dx V dx2 ' * 

positiv , oder negativ ist , oder verschwindet. Diess fahrt zu der nachstehenden dreifachen 
lJnterM;heidung. 
Fia 17— 18. a. Es berühren sich zwei reelle Zweige in dem fraglichen Puncte. Die 

geraden Liirien , welche , während ihrer Bewegung die beiden Zweige umhüllen , fiillen für 
diesen. Punct in die gemeinschaftliche Tangente zusammen. Die beiden Krümmungshalbmesser 

sind verschieden. Je nachdem die Werthe von ~^-^ und <Z>4 im Zeichen übereinstimmen oder 

dx^ 

nicht , stimmen auch die beiden Werthe von , H im Zeichen überein oder nicht, und es lie- 

dp^ 

gen die beiden Zweige der Curve auf derselben (Pig. 17.) oder auf entgegengesetzter Seite 

(Pig. 18.) ihrer gemeinHchaftlichen Tangente. Die Differential - Quotienten höherer Ordnung 

können nicht unendlich werden; sie bestimmen sich ohne Schwierigkeit für jeden der beiden 

d^a 

Werthe von -p^ , so dass wir den Lauf jedes der beiden Zweige für sich analytisch verfoU 

fffen können. 

b. Es berühren sich zwei imaginäre Zweige in einem reellen Puncte. 

Fig. 19. c. Wenn die beiden Wurzeln der Gleichung (10) einander gleich sind, ergibt sich: 

AOz 

d^q^dx o ^'^ « A ®« Vin 

dp2 ~dp ~ !l!*i "* — « 'd©5- ^ ' 

dx2 dx 
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Die Krfiminungshalbmesser für beide Zweige sind endlich und einander gleich. Der Diffe- 

d^q 
rentiaKQuotient -p^ wird hier, im Allgemeinen, unendlich gross. Denn, wenn wir zu der 

Gleichung (6) der 4. Nummer zurückgehen^ Cndet sich für den vorliegenden Fall: 

in welcher, in Folge der Gleichung (11), der Coeflicient des fraglichen Differential-Quotien- 

dx 
ten verschwindet. Da — einer endlichen Grösse gleich ist, ist se weder ein maximum oder 

minimum in Beziehung auf p , noch p in Beziehung auf x. So lange die umhüllende gerade 
Linie in demselben Sinne sich dreht, rückt auf ihr der Berührungspunct nach derselben Rich- 
tung fort, und in dem fraglichen Puncte muss die umhüllende gsrade Linie in entgegenge- 
setztem Sinne sich zu drehen anfangen , wenn der Berührungspunct lunkehren soll. Da aber 

1 ^ ^f 

dp* * d]p2 
und also auch, indem wir mit .- multlplidren: 

dx 



d^* 
dp* 

d'q 
so wird , im Allgemeinen , p sowohl als x ein maximum oder minimum in Beziehung auf r^ 

In dem fraglichen Puncte erreicht sowohl der, die Cunre beschreibende Punct, als die, die- 
selbe umhüUende gerade Linie eine Granzlage, wahrend der Krümmungshalbmesser conti- 
nuirlich wachst oder abnimmt Der fragliche Punct ist eine Spitze zweiter Art 
(Fig. 19.) 

Ein untergeordneter Fall ist hier derjenige, dass zugleich mit den Gleichungen UO) 
und (11) die nachstehende Gleichung befriedigt wird: 

Dann wird , nach der Gleichung (12) , der Werth des Differential-Quotienten ^^ nicht mehr 

unendlich , sondern erscheint unter der Form g. Gehen wir aber zur Gleichung (7) der 4. 
Nummer zurück, so fallen für den vorliegenden Fall aus dieser Gleichung die Differential- 
Quotienten höherer Ordnung aus , und wir erhalten die folgende quadratische Gleichung zur 






Es treten uns hier wiederum drei verschiedene Falle entgegen. 

a. Wenn die Wurzeln der vorstehenden Gleichung beide reell sind, so hat die Curve Pig 20. 
xwei Zweige , die sich nicht bloss im fragliehen Puncte berühren , sondern dreipunctig 
usculireu und also zugleich sich schneiden. Mit der gemeinschaftlichen Tangente haben 
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sie ihren einfachen Contaet behalten« Weil --pr^ oder --pj nach unsem Voraussetzungen nicht 

verschwindet, kann keine der beiden M^nrzeln der vorstdienden Gleichnnf (14) unendlich 
werden. Wird, durch das Verschwinden des letzten Gliedes dieser Gleichjnf , eine der bei. 

den Wurzeln gleich Null , so M'ird , da alsdann d - --i = o , der Krfimmungshalbnesser des 

r 

bezüglichen Zweiges ein maximnm oder niinimum, oder« mit andern Worten, dieser Zweig der 
Curve \iird von einem Kreise nicht bloss drei- sondern vierpunctig oscuiirt üeberhaupt 
bestimmt das Zeichen der beiden Wurzeln der letzten Gleidinng die Lage der beiden Zweige 
der Curve gegen den Osculations-Kreis im fraglichen Punete, und je nachdem das Zeichen 
übereinstimmt oder nicht , wächst , vom Osculationspuncte aus , der Krümmungshalbmesser für 
die beiden Zweige nach derselben Richtung hin oder nach entgegengesetzter. Jeden dieser 
ZM'eige können wir , für sich allein , weiter verfolgen , M^eil die Differential - Quotienten hO- 

herer Ordnung, die jedem der beiden Werthe von j-^ entsprechen , endlich sind und ohne 

Schwierigkeit sich ergeben. tFig. 20.) 

ß. Imaginären Wurzeln der Gleichung (14) entspricht ein isolirter Punct, in wel- 
chem zwei imaginäre Zweige sich dreipunctig osculiren. 

y. In dem Falle gleicher Wurzeln der Gleichung (14) besteht neben dieser Glei- 
chung auch noch die folgende, M'elche man durch Differentiation unmittelbar erhält: 

dx^ dp^ I dx2 dp^ dx ^ 

Als Folge dieser neuen Bedingungs- Gleichung gibt die Gleichung (8) der 4. Nummer, 

aus welcher schon, nach den frühem Bedingungs-Oleichungen , -p|, — | und —ausfalllen, 

d^a 
für -p^ im Allgemeinen einen unendlichen Werth. Die Curve hat wiederum in dem fragli- 
chen Punete eine Spitze zweiter Art, die sich von den unter c. betrachteten dadurch 
unterscheidet, dass die beiden ZM'eige, von welchen sie gebildet wird, unter einander einen 
innigem Contaet haben, als mit dem gemeinschaftlichen Osculations-Kreise und also in der 
Nähe des fraglichen Punctes ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des Kreises fallen. 

In dem untergeordneten Falle, dass; neben den bisherigen Bedingungs - Gleichungen, 

d^a 
auch noch die folgende, die in Beziehung auf j-\ vom zweiten Grade ist, besteht: 

d^s/d^qV . jj UWd^N . , . i^O, d,2q dOs) ä^ 

* dx=Wv H^'VdpV dx^dp^ "Sri djP 



- » '^^ 



'Km * '["^'(Bh 'tig) * ^'][-" 



d^q 
stellt sich der M^erth Air , ^ nach der Gleichung (8) der 4. Nummer wiedemm unter der 

Form § dar , und erhält einen doppelten Werth. Im Allgemeinen osrnliren sich zwei Zweige 
der Curve in dem fraglichen Punete vierpunctig. Aber in weitere Unterscheidungen hier 
einzugehen , würde überflüssig sein. 
Flg. 21. 111. Wenn zugleich 
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so folgt znvtfrderst aas der 3. Niuuner, dass auf der Tangente in den fkraglichen Pancte 
fttaf Durchschnitte mit der Cnrve jrasaamenfallen. Nachdem x bestinunt worden ist, gibt 
die Gleichung (5) der 4. Nununer für den in Rede stehenden Fall: 

dxid^Oj dx ^ . AOzI 

diijd;^ df+^7nrj==^- tm 

Es ist also ein l¥erth von -r' oder t^ endlich, während der andere verschwindet Die Glei- 

dp dp^ 

d^jr d'^o 

chung (6) der eben angesogenen Nununer gibt fiir j-^ oder ^ endlidie Werthe ; derjenige, wel- 

eher ir- entspricht, ist: 

d^ 6g>s 

dp« "" d^ 
dK 
Es berühren sich also in dem fraglichen Puncto zwei solche Zweige der Curve, von weldien 
einer im Berührungspuncte einen Wendungspunct hat. Jeden Zweig können wir für sich 
weiter verfolgen, (fig^ Sl.) 
IV. Wenn zugleich 

©, = 0, ©3 = 0, «i = Q, ^=0, ^=0, (18) 

dx 

SO seigt die Gleichung (17), dass alsdann die Werthe von t- beide zugleich verschwinden. 

Für beide Zweige ist der Krümmungshalbmesser unendlich. Die Gleichung (6) der 4, Nummer 
gibt, nach Berücksichtigung der Bedingungs-Gleichungen (18): 



\^'4-''^m-"^'- 



d'x 
und da der Coeffident von .-^ verschwindet, für diesen Differential-Quotienten einen unend- 

dp' 

liehen Werth. Die Curve hat eine Spitze erster Art. 

V. Wenn zugleich 

a>2 = o, Ö>8==o, <P« = o, «>5 = o, dir'"^' 

fi»o fallen auf der Tangente in dem fraglichen Puncto sechs Durchschnitte mit der Curve 

zusammen. Wie unter IIL erhalten wir für 7- oder .-4 2wei M^rthe , von welchen einer 

<lp dp- 

verschwindet. Die Gleichung (6) der 4. Nummer gibt für den vorliegenden Fall: 

H«» dp + * dTJdp ^ ^ j dK» KirJ ^ * dx (dp •' 

und zeigt , dass dem endlichen Wertlie von -4 ein endlicher Werth von — und dem ver- 

dp du- 

schwindenden Werthe von ^ ein verschwindender Werth von —^ entspricht. Die Gleichung 

(7) der 4. Nummer gibt hiernadi immer zwei endlidie Werthe für den Differential-Quotienten 

d^x d^q d*x 

j-5 oder i-|j. Derjenige namentlich , welcher dem verschwindenden Werthe von ; -^ ent- 
spricht, ist: d^q _ ^'* _ gi<i>6 

dp« ^ djn dUh' 

dx 
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Es berührt n sich also zwei solrbe Zweige der Gvrre , von welchen emer mit der ganeiii- 
sehaftlicfaen Tangente einen vierpunetigen und der andere einen gewMnlichen Contact hat. 
VI. Wenn zugleich 

so verseh winden zuvörderst wie unter IV. beide Werthe des Differential -Quotienten ^^ Die 

Gleichung (6) der 4. Nummer verliert hier ihre Bedeutung ; die folgende Gleichung dieser 
Nummer gibt aber folgende quadratische Gleichung: 

d^x i^q 

zur Bestimmung der Werthe der Differential - Quotienten r-^ oder ^\ 

—23. a. In dem Falle- zweier reellen und verschiedenen Wurzeln der vorstehenden Glei- 

chung berühren sich ZMci Zweige der Curve, welche beide ini Berühruugspuncte einen Wen- 
duugspunct haben. Es Mxrden beide von ihrer gemeinschaftlichen Tangente dreipunctig oscu- 

lirt Je nachdem die Werthe von --g-^ und O^ übereinstimmen oder nicht , haben die bei- 

den Zweige , die in der 22. oder 23. Figur angezeigte Lage. 

b. Imaginären Wurzeln entsprechen zwei imaginäre Zweige, welche nicht nur ein- 
ander, sondern auch eine reelle gerade Linie in einem reellen Puncte dreipunetig osculiren. 

c. Wenn insbesondere: 

so sind die beiden Wurzeln der Gleichung C19) einander gleidi, und zugleich mit ihr be. 
steht auch die folgende Gleichung: 

dp\J 
Es gibt uns aber die Gleichung (8) der 4. Nummer, Menn Mir die obigen Bedingungs-Glei- 

chungen berücksichtigen, zur Bestimmung des Differential - Quotienten ^-^ überhaupt: 

woraus ersichtlich ist , dass , im vorliegenden Falle , der Werth des Differential - Quotienten 

^-^ unendlich wird. Die Curve hat eine Spitze zweiter Art, die von solchen zuvei 

Zweigen gebildet wird , welche mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente einen Contact der 
zweiten Ordnung haben. Nur in dem untergeordneten Falle, dass, neben der Gleichung (19), 
auch noch die folgende besteht: 

-d^ W) -^ ^2 TT Gp) + '*^^ - «' 

d^x 
dp 
ten wir wiederum eine dreifache Unterscheidung : 

tt. Zwei reelle Zweige berühren sieh unter einander vierpunctig und ihre 
gemeinschaftliche Tangente dreipunetig. 

ß. Die beiden Zweige sind imaginär. 



d^4>, /^d^\ dt;», _ 
dx^ \ dpV/ "*■ dK "■ ®' 



stellt sich der Werth von ^^^ unter der Form g dar und ist ein zwiefacher. Dann erhal- 
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y. Die Curve bildet, im Ailgemelnen , eine Spitxe «weiter Art 
Wenn wir fortführen , erhielten wir neue untergeoidneten Falle. — 
IS. Indem wir susammenfassen und yerallgemeinem, gelangen wir zn der nachstehen, 
den Unterscheidung aller verschiedenen Arten von Doppdpuncten, die nicht 2wei verschiedene, 
reelle oder imaginäre, Tangenten liaben. 

Wenn filr einen Punct der Curve, welcher ein Doppelpunct ist, die Functionen 

<P,, 03, ©4, . . . <»>- 
und migleich mit ihnen die Functionen 

dCPa d<t>t d<l>4 d0>m 

dx » dx ' "di ' • • dx ' 
verschwinden y und wir voraussetzen , es sei 

2m < n + 9, 
so berühren sich nwei reelle Zweige der Curve in dem fraglichen Doppdpuncte* Von 
diesen beiden Zweigen hat einer mit der gemeinschaftlichen Tangente einen 
mpunctigen und der andere einen (n+l — m)punctigen Contact. 
Wenn n eine gerade Zahl beaeichnet und 

2m «= B -f- 2f 
genommen wird , so bilden in dem fraglichen Puncto zwei Zweige der Curve eine Spitze 
erster Art. Wenn ii=2, so ist der Krümmungshalbmesser gleich Null, er ist unendlich 
gross, wenn ii>2. Veberhaupt ist die Ordnung der Annäherung der Curve an ihre Tangente 

im fraglichen Puncto ~-^ in der Art, dass, wenn man irgend zwei Curven beschreibt, weU 

SB 

ehe auf derselben Seite der Tangente, mit dieser bezüglich einen -punctigen und ( « + 1 ]~ 
punctigen Contact haben , einer der beiden Zweige , welche die Spitze bilden , zwischen die* 
sen beiden neuen Curven liegt Man könnte sagen, der Contact sei ein ( — ^ jpunctiger, in- 
dem man von den (iH-1) Durchschnittspuncten, welche auf der Tangente im fraglichen Puncto 
susammenfallen , die Hälfte auf jeden der beiden die Spitze bildenden Zweige rechnet 
Wenn n eine ungerade Zahl bezeichnet und 

2m «=: n + 1 
genommen wird , so hat, im Allgemeinen, die Curve zwei Zweige, die sich in dem fraglichen 

Puncto berühren und beide mit der gemeinschaftlichen Tangente einen (—^J punctigen Con- 
tact haben. Unter sich haben die beiden Zweige einen Contact, der, im Allgemeinen, von 
gleicher Ordnung ist , in untergeordneten Fallen aber zu einer hohem beliebig ansteigen kann. 
Welches auch diese Ordnung sein mag, es können die beiden Zweige sowohl imaginär als 
auch reell sein. Im ersten Falle bilden sie bloss einen conjugirten reellen und isolirten Punct, 
in der Art, dass, wie in dem Falle reeller Zweige, auf jeder durch denselben gehenden ge- 
raden Linie zwei und auf einer einzigen vollkommen bestimmten Linie (n+l) Durchschnitte 
in diesem Puncto zusammenfallen. In dem Debergangs-Falle von zwei reellen und zwei ima* 
ginären Zweigen, fallen, von den vier Erstreckungen der Curve von dem Berühmngspuncte 
«US, zwei fort und die beiden übrigbleibenden bilden eine Spitze zweiter Art Es steigt 
hierbei zugleich die Ordnung des Contactes der beiden Zweige unter sich um eine halbe 
Einheit. Wenn nemlich zwei reelle Zweige sidi kpunctig osculiren , wobei wir durch \ ir- 
gend eine ganze Zahl bezeichnen, die grösser ist als (n+l) , so fallen auf einer beliebigen, 
jeden dieser beiden Zweige ebenfiüls ftpunctig osculirenden Curve im Osculationspuncte^ 2k 

00 



170 Zweiler Abschn in. Singulare Pudcle und Linien. 

Durchschnitte susammeti. (Diese oscalircnde Curve ist auch dann reell, w«in die beiden 
Zweige imaginär sind.) Bei dem Cebergange von zwei reellen zu zwei imaginären Zweigen 
ergeben sich (2Ä-M) zusammenfallende Durchschnittspuncte und wir ki^nnen uns des Aus- 
drucks bedienen, dass die osculirende Curve mit jedem der beiden, die Spitze zweiter Art 
bildenden Zweige einen (/i4-5)punctigen Contact habe. Das ist also auch die Ordnung des 
Contactes der beiden Zweige unter sich. Die Ordnung der Annäherung der beiden 2weige 

an ihre gemeinschaftliche Tangente kann jede beliebige ganze Zahl T-^J sein und, unab- 
hängig hiervon, die Ordnung der Annäherung der beiden Zweige an einander jedes ungerade 
Vielfache von J, das grösser ist als 0^\ Wenn die Ordnung der Annäherung der beiden 

Zweige unter sich, wie es im Allgemeinen der Fall ist, nur um eine halbe Einheit höher ist, 
als die Ordnung ihrer beiderseitigen Annäherung an ihre gemeinschaftliche Tangente, so gibt 

- es eine, dieseTangentef '^ jpunctig osculirende Parabel der (o )• Ordnung, auf deren 

entgegengesetzten Seiten vom Scheitel aus , die beiden die Spitze bildenden Zweige sich er- 
strecken. In dem Falle, wo n=3, kann ein Kreis, der Krümmungs-Kreis, diese Parabel er- 
setzen. In diesem Falle ist der Krümmungshalbmesser in dem fraglichen Puncte einer end. 
Heben Grösse gleich und continuirlich wächst er oder nimmt er ab, wenn wir, die Spitze über- 
schreitend, von einem Zweige auf den andern übergehen. Wenn n>5, so wird der Krfim- 
, mungshalbmesser unendlich. 
Wenn endlich: 

2m > n + 1, 
so erhalten wir, wenn n eine gerade Zahl bedeutet, eine Spitze erster Art und wenn n 
ungerade ist, zwei reelle oder imaginäre Zweige, die ihre gemeinschaftliche Tangente 

( "a JV^^^'^^S osculiren, und deren gegenseitige Annäherung nie von einer hohem Ordnung 

ist, als die Annäherung an ihre gemeinschaftliche Tangente ^), vnA eine Spitze zweiter Art 
kann hier nicht Statt finden. 



Dreifache Puncie. 



13. Wenn zugleich : 



in da 

dq ^""^ dp =^' • 

d^fl _ d^ß _ d^ß _ 

dq^~^^ dpdq""®' dil^""®' 

nicht aber die partiellen Differential - Coeflicienten der dritten Ordnung alle vier zugleich ver- 



*) Wenn unter II. auch noch _' verschwindet^ so sind die beiden Werthe, welche die Gleichung 

dx 

(10) für (~\ gibt^ gleich und von entgegengesetzten! Zeichen, und sie können nur mit 4*4 zugleich 

▼erschwinden. Ebenso, wenn unter VI. auch noch - — i verschwindet, sind die Werthe, welche die 

Gleichung (|9) fiir f-r-^ gibt, gleich und von entgegengesetztem Zeichen, und verschwinden nur 
zugleich mit ^f. 
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schwinden, so ist fttr jeden Wertli von x 

0t = o, ©2 =0, 

und es fiUIen also, nach der 3. Nummer auf jeder durch den bezfif(Iichen Punct gehenden 
geraden Linie drei Durchschnitte mit der Cunre zusammen. Der Punct ist ein dreifacher 
Punct der Curve. Die beiden vorstehenden identischen Gleichungen bringen nattiriich die 
folgenden mit sich : 

d<l>i d<D, _ i^O, 

dx-=^' ^ = ^' di^T^- 

Hiernach reducirt sich die Gleichung (4) der 4 Nummer auf: 

a>a = 0, * fl) 

und gibt , wenn wir sie in Beziehung auf x auflösen, drei verschiedene Werthe. Diese Werthe 
bestimmen die Richtung der drei Tangenten des dreifachen Punctes, von denen jede, weil 
sie in diesem Puncte einen Zweig berührt und die beiden andern schneidet, mit der Curve 
vier zusammenfallende Puncte gemein hat. Es tritt uns hier eine vierfache Unterscheidung 
entgegen« 

1) Die Werthe von x sind alle drei reell und verschieden; 

2) zwei dieser drei Werthe sind imaginär; 

3) zwei Werthe sind einander gleich, in welchem Falle die beiden folgenden Glei- 
chungen zugleich befriedigt werden: 

4) alle drei Werthe von x sind einander gleich, in welchem Falle die drei fol- 
genden Gleichungen zugleich bestehen: 

fl>3=0, ^^=-0, ^=0. 

14. In dem Falle, dass die drei Wurzeln der Gleichung (1) alle drei reell und 
verschieden sind, gibt die Gleichung (5) der 4. Nummer: 

*!S = ^? - _ 2^« m 

dp' dp da>3' ^ ^ 

dx 

und somit, den drei Werthen von x entsprechend, drei Werthe für den Differential-Quotien- 

dx 

ten ^p , von denen keiner unendlich werden kann. Die Gleichung (6) der eben angezogenen 

Nummer, welche hier in die nachstehende sich vereinfacht: 

^ dOj d^x ^ id2Ö>3/'dx\2 ^ dÖ>4 dx ^^ I 

gibt hiemach die drei Werthe des Differential. Quotienten der folgenden Ordnung und so 
fort. Keiner dieser Differential-Quotienten kann unendlich werden. Auf diesem Wege können 
wir die drei Zweige der Curve, M'elche in dem dreifachen Puncte sich schneiden, jeden fttr 
sich , unabhängig von den beiden andern, von dem gemeinsamen Durchschnitte aus verfolgen. 
Jeder der drei reellen Zweige kann in dem dreifachen Puncte eine nach beliebiger Ordnung 
osculirende Tangente haben , und ahnlich , wie in der 9. Nummer in Beziehung auf Doppel- 
puncte, ergibt sich hier soglddi das folgende Resultat Wenn eine der drei Wurzeln der 
Gleichung (1) zugleich auch eine Wurzel der folgenden Gleichungen ist: 

<p4 « 0, fl>$ = o, O«, = o, 

wenn eine zweite Wurzel die Gleichungen: 

Ö>4 = o, <Ps = o, ©„, = 0, 
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mai tmiBA iir iritte Wand iie Mgadtm Glriihii^f: 

htbUSgt, m bkn iie aäggmktmaem ira Zweige ia itm fogUa AciCMfcai PtaMle 



1& ladoBFalle sweier isagiaftren Warsrla ilcr GkkfaiBg (1), oitiptidbC fie. 
Mn cn CMJvgirter PUKt der C«rre, wdcker fir die Awiffci— ng rcnckirinicC wtSL er §■ 
reeüca, der drittca Wuxd cnlipredbisiyca, Zwc% der Cvre ftDC Dieser Zweig 
dem cMJagirtea Paacte Mufcei—dfre aach ciae malirrade Taageale Ittkca. — 
FiS^ 34—26. 16^ Wem awei Warsela der Gleicbaa^ (1) eiaaader gleich and, aad fir 
diese aba die keidca CHcichmgca: 

befriedigt werden , so fcakca awei der drei iai drei&dMa Paacte sidi rcreiaigendca Zweige 
dae gfriasdbaftiicfce Taageate. Der drdfiMJbe Plnct eatsCcht, iadeai dank ctaea D^pd- 
puact aut gasameafalleadca Taageatea eia dritter Zweig der Canre yadarckgelit. Dieser 
Dappdpaact kaaa raa irgemi eiaer deijeaigea Aitca seia , die wir als ikeilu»pt ai^iidi 
in itr 11. Naauaer aBtersdüedca fcakea , aad aacfc der dritte Zweig kaaa, aaabkaagig Uer- 
roa, ia deai fragiidca Paaete eiae Hehipaact^ oscalireade Taageate hakca. Nar weaige 
Blliere Aadeataagra läge ich ia der Abdcht Uaaa, aai damikaa, daas aacfc hier die aaa- 
iytische Discassiafi des Laafes der Canre, roa ilireai drcifuhea Pltacte aas, keiae Schwie- 
rigkeit darbietet. 

Die Gleichaag it) der 14. NaHaMr xeigt , dass , so laage ^D« fir die heidea glridea 

Warada aicht rerschwiadet, der dieses eatsprecheade DiCerential- Qaotieat ^ aaeadlich 

wird. Mit ihai werdea alle falgeadea Diffierential-QaaCiciitcB aaeadüch. Weaa Ö4 aach fir 
dritte Wand der Gleidbaag (1) nicht rerschwiadet, so erhält fir den dritten Zweig 



dx 

-p ebenfalls dnen cndüchca Wertk Es fUIt alsdann eine Spitae erster Ait in dnen ge- 



wdhnlidiea Panct eines Zwdges der Canre. Ob die Spitjce anf der canrexen (Kg. Sd.) oder der 
cancaren (Fig. 25.) Srite des dritten Zweiges steht, kannen wir anch aas der analytischen 
Beseichnottg erkennen. Wie in der 11. Kaanaer aater L erhalten wir, den beiden gleichen 
Warada eatsprechead , 






+ 3 



dx^ 



aad p ist also da auudanna oder miniMnai, je aachdeai CD« and -j— fir diese Warada iai 

Zf ichen fibereiastinuaea oder nicht Wena der dritte Zwdg ia dem FaDe eiaes aiaxiaum 
sdne conrexe, in dem Falle eines aiJniBiaBi seine concave Seite der Linie P aakdut, erbal- 
ten wir die Lage der 24. , sonst die Lage der 25. Figur. Wenn fir den dritten Zwdg O^ 
rersdiwindet , erhalt dieser einen Wenduagspnnct , auf welchem die Spitae steht (Fig. 26.X 
Wenn fir die bdden gidchen Wurzeln augldch die drd Gleichungen: 

Ö>, «o, (I>4 = o, ^ = ®» 

bestdien , so berühren sich awd Zweige der Curve und ein dritter Zweig geht durch ihren 
Berihrungspunct. Jene bdden Zweige können reell oder imagitiar sein, oder dne Spitae 
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zweiter Art bilden j je aachden die beiden Werthe des DiiTereAtial • Quotienten j- reell, inuu 

ginär oder einander gleich sind. Zur Bestimmung derselben reducirt sich die Gleichung (0) 
der 4. Nummer auf folgende: 

dS\di;)-^^i7(di;)+®*-^ f« 

Wenn, was den Fall zweier gleichen Wnraeln anzeigt, zugleich mit dieser Gleidiung die 
folgende hcstdit: 

d^x 
so gibt die Gleichung (7) der 4 Nummer für -r-^ einen unendlichen Werth , denn allgemein 

hat man: 

Hier ergibt sidi die eben schon erwähnte Spitze zweiter Art Wenn aber zugleich mit den 
beiden vorletzten Oldchvngen anch noch die folgende besteht: 

-dirrU) + • li^ (dl) +«*17(dii)+ ^*' = "' 

d^X 

so erscheint der Werth des Differential - Quotienten j^ unter der Form g. Zur Bestimmung 

desselben mfissen wir uns alsdann aur Gleichung (8) der 4. Nummer wenden. Es osculiren 
sich alsdann , im Allgemeinen, xwei der drei Zweige im dreifachen Puncte dreipunctig. Diese 
beiden Zweige können reell und imaginär sein. Den Uebergang bezeichnet wiederum eine 
Spitze zweiter Art Und so weiter. -* 
17. Wenn zugleich: 

SO hat die erste dieser drei Gleichungen drei gleiche Wurzeln x. Es ist: 

^ " i^Q d^il d^ß ' 

dq^ dq^dp . dqdp^ 

I. In dem allgemeinen Falle , wo O4 nicht verschwindet , gibt die Gleichung (5) der Flg .27. 
4. Ninnmer: 

d^ _ dx 2CU _ 

dp2 ~ dp *° "~ dOi " *' 

dx 
Der Krümmungshalbmesser ist also gleich Null. Alle folgenden Differential - Quotienten wer- 
den ebenfalls unendlich. Die Tangente hat mit der Curve vier Durchschnitte gemein, die in 
dem fraglichen Puncte zusammenfallen. Die Ordnung des Contactes ist |, oder, wenn der 
Ausdruck gestattet wird, der Contact ist ein fpunctiger. (Fig. 27.) 

II. Wenn neben den Gleichungen (1) audi noch die folgende besteht: 

0)4 = 0, 

so stellt sich der Differential • Quotient ~ unter der unbestimmten Form § dar. Zur Bestim-^ 

dp 

mung seines wahren Werthes eriialten wir die quadratische Gleichung (4) der vorigen Nummer, 
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"ST.- ' V- + 2<2)s == 0. 



die hierf indem eine ihrer beiden Wurzeln unendlich wird, auf den ersten Grad sich re- 

ducirt: iO^ dx 

dx ' dp 

Der unendlichen Wurzel entspricht eine gcM^öhnliche Spitze erster Art. Die Gleichung (7) der 

d^je 
4. Nummer gibt zur Bestimmung des Differential - Quotienten j-^: 

« IT- dp^ -^ { Md-p) -^ « i^(d7) + "' lAd,^) ^ '^S = ^- ^'^ 

dx 
Dem endlichen Werthe des Differential-Quotienten — entsprechend , erhalten wir also für 

d^x 

2 und jeden Differential-Quotienten höherer Ordnung einen endlichen und vollkommen be- 
stimmten Werth ; wodurch ein gewöhnlicher Zweig ohne Singularität in dem fraglichen Puncte 
angezeigt wird. Wir erhalten die Form der 28. Figur, wobei auf die Spitze drei und 
den andern Zweig zwei von den fünf auf der Tangente zusammenfallenden Durchschnitten 
kommen. 



Fig. 29. UI« Wenn neben den Gleichungen (1) die folgenden beiden bestehen: 

dx 



®4 = o, -3C^=o. 



so ergibt sich ffir -r- bloss ein unendlicher Werth , und ebenso fflr jeden der hohem Diffe- 
rential - Quotienten. Die Curve hat nur einen einzigen Zweig. Auf der Tangente im drei- 
fachen Puncte fallen in diesem Puncte, wie im vorigen Falle fünf Durchschnitte zusammen. 
Der Contact ist ein fpunctiger, oder von der Ordnung }. Der dreifache Punct ist ein Wen- 
dungspunct , in welchem der Krümmungshalbmesser unendlich klein ist. (Fig. 29,^ 
Fig. 30. ' IV. Wenn auf der gemeinschaftlichen Tangente sechs Durchschnitte zusammenfallen, 
so bestehen neben den Gleichungen (1) die folgenden beiden: 

so ändert sich in dem unter II. betrachteten Falle weiter nichts, als dass der nicht unend- 

dx 
liehe Werth des Differential - Quotienten t- verschwindet Demselben entspricht nach der 

Gleichung (2): 

Durch eine gewöhnliche Spitze erster Art geht ein zweiter Zweig , welcher in der Spitze 
einen Wendungspunct hat. Von den sechs Durchschnitten mit der gemeinschaftliclien Tan- 
gente kommen drei auf die Spitze und drei auf den Wendungspunct. (Fig. 30.) 
Flg. 31—32. V. Wenn die folgenden drei Gleichungen neben den Gleichungen (1) bestehen: 

0)4 = 0, Ö>6 = o, ■dT"'®' 

so werden die 6 ersten Gleichungen der 4. ^fummer identische, und die Gleichung (7), wel- 
che hier in die folgende übergeht: 

d^a),/dxv3 ^ d^O^/dxV ^^ i^s/i^\^Aain ri^ 

djf 
gibt drei Werthe für j- , von welchen keiner je unendlich werden kann. Ffir jeden Diffe- 

lential - Quo^enten höherer Ordnung erhalten wir ebenfalls , und auf lineare Weise , drei 
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entsprechende endlicben Werthe. Es berühren sich drei verschiedene Zweige in dem 
fraglichen Puncte. Die Ordnung des Contactes dieser Zweige mit der gemeinschaftlichen 
Tangente ist die erste , und dieses ist, im Allgemeinen, auch die Ordnung des Contactes je 
zweier Zweige unter einander. Je nachdem die Wurzeln der Gleichung (4) alle drei im 
Zeichen übereinstimmen oder nicht, ergibt sich die Lage der 31. oder 32. Figur. Zwei 
ZwTige körnen imagin&r sein. 

In der weitern Discussion der untergeordneten Fälle tritt die letzte Gleichung, die in 

Beziehung auf t- vom dritten ^Grade ist, gewissermassen an die Stelle der Gleichung <p3==o, 

welche in Beziehung auf x vom dritten Grade ist und , im allgemeinen Falle , uns die drei 
verschiedenen Tangenten des dreifachen Punctes gab. 

Wenn die Gleichung (4) zwei gleiche Wurzeln hat , so wird sie , für diese Wurzel- Fig. 33—35. 
Werthe , zugleich mit der folgenden Gleichung befriedigt : 

In Folge dieser Gleichung verschwindet in der Gleichung (8) der 4. Nummer der Coeffident 

d'x 
von ^-^. Dieser Differential- Quotient wird dadurch unendlich und dieCurve hat eine Spitze 

zweiter Art, die durch einen andern Zweig berührt wird. Wenn die beiden gleichen Wur- 
zeln mit der dritten Wurzel entgegengesetztes Zeichen haben, so haben die Zweige die Lage 
der 33. Figur, bei gleichem Zeichen die Lage der 34. und 35. Figur, und zwar die Lage der 
ersten oder zweiten dieser beiden Figuren, je nachdem die gleichen Wurzeln, abgesehen vom 
Zeichen, gr^ser oder Meiner als die dritte Wurzel sind. Der Osculations-Krei^ der Spitze 
schneidet diese in fünf und den andern Zweig in zwei Puncten, der Osculaüons - Kreis 
dieses Zweiges schneidet diesen in drei und die Spitze in vier Puncten. 

in untergeordnetem Falle , wenn nemlich neben der letzten Gleichung auch noch die fol- 
gende besteht: 

erscheint nach der Gleichung (8) der 4. Nummer der Werth des Differential-Quotienten un- 
ter der unbestimmten Form %; wir erhalten dann, wenn wir das gewöhnliche Verfah- 

d^z 

ren anwenden , zwei verschiedene Werthe für , ^ , die den beiden gleichen Werthen von 

^ entsprechen. Es hat die Curve wiederum drei vollstttndige Zweige, und zwei derselben 

haben unter einander einen dreipunctigen Contact Die beiden sich osculirenden Zweige 
können sowohl reell als imaginär sein, und zwischen zwei solchen Fallen bildet eine Spitze 
zweiter Art immer den Uebergang. Und so weiter nach Analogie der 16. Nummer. 

Wenn femer die Gleichung (4) drei gleiche Wurzeln hat, und also neben dieser 
Gleichung und der Gleichung (5) afugleich auch noch die folgende befriedigt wird: 



dx^ 



d'(2)s/dx\ 
dx^ Vdpy 

so ist der Werth des Differential-Quotienten (r^, ^er, nach der Gleichung (8) der 4. Num- 
mer , sich als ein Bruch darstellt , dessen Zöhler der erste Theil der Gleichung (6) und 
dessen Nenner der erste Theil der Gleichung (5) ist , unendlich , bleibt es auch dann noch, 
wenn die Gleichung (0) befriedigt wird, und erscheint erst unter der Form §, oder 
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0- ' 

vielmehr ;rx, wenn, mgleich mit der Gleichung (6), auch ihre Differeotial -Gleichung befrie- 

digt wird: 

Und dann erhalt man den wahren Werth des fraglichen Differential - QuoCieiiteii , erst nach 
einer zwefanaligen Differentiation seines Nenners und ^ahlers, und a^war durch eine Gldchung 
des dritten Grades. Diess ist erforderlich, wenn die Curve drei vollständige Zweige haben 
soll, die, ihre gemeinschaftliche Tangente einfach berührend, untrer sich paarweise genommen, 
einen dreipunctigen Contact haben. Wir können uns hier, wo wir Aber die Grftnse der 
Entwicklungen der 4. Nununer hinaustreten und weitere Schlüsse unsicher werden, durch 
Analogie sicher leiten lassen und wie wir die vier Falle I. — IV. dieser Nummer erhalten 
haben, die, wenn ^uch die Wurzeln der Gleichung <Z>3=o alle drei gleich sind, dem Falle V., 
wo die Curve drei sich berührende vollständige Zweige hat, vorangehen : so haben wir auch 
noch vier verschiedene Formen zu betrachten, wobei, wenn auch die Gleichung (4) drei 
gleiche Wurzeln hat, uns doch noch keine drei, sich dreipunctig osculirende Zweige entge^ 
gentreten. 1) Ein einziger Zweig geht durch den dreifachen Punct, welcher für das Auge 
nichts Singulares hat ; er hat mit dem Osculaüons - Kreise einen Contact von der Ord- 
nung i und wird von demselben in sieben zusammenfallenden Puncten zugleich osculirt 
und geschnitten. 2) Es hat die Curve eine gewöhnliche Spitze zweiter Art und ein andrer 
Zweig derselben osculirt diese Spitze in fünf Puncten , in der Art , dass auf dem gemein- 
schaftlichen Osculations - Kreise acht Durchschnittspuncte zusammenfiJlen. 3) Ein einzi- 
ger Zweig , dem unter 1) ahnlich, geht durch den dreifachen Punct , wo er mit dem Oscu- 
lations -Kreise einen .Contact von der Ordnung § hat und von demselben nicht geschnitten 
wird. Es fallen acht Durchschnittspuncte zusammen. 4) Es haf die Curve eine gewöhn- 
liche Spitze zweiter Art , durch welche ein solcher Zweig der Curve geht, der mit dem Osci^ 
lations-Kreise der Spitze einen vierpunctigen Contact bat Es fallen in dem fraglichen Puncte 
neun Durchschnitte mit diesem Osculations - Kreise zusammen. *) 

Wir können ohne alle Schmerigkeit , von drei sich dreipunctig osculirenden Zweigen 
durch die Zwischenfälle hindurch, zu drei sich vierpunctig osculirenden Zweigen überi^e* 
hen, und so fort 

VI. Wenn auf der gemeinschaftlichen Tangente im dreifachen Puncte sieben Durch- 
schnittspuncte zusammenfallen sollen, so müssen neben den Gleichungen (1) auch noch die fol- 
genden drei Gleichungen befriedigt werden: 

Ö>4 == o, </>4 = 0, 06 = o. 

djf 
Nach den Betrachtungsweisen unter II. und IV. ist klar , dass , wahrend ein Werth für ^ 

dp 

unendlich wird, der andere verschwindet Als Folge der Gleichung (8) verschwindet hier auch 

dV 
der dem letztern entsprechende Differential-Quotient V -^ ^^^ ^^^^ 'i^ Gleichung (8) der 



•) Beispiele dieser vier verschiedenen Formen bieten die vier , durch dir nachstehenden Gleichungen 
dargestellten Curven in dem Durchschnitte der beiden geraden Linien P und Q: 

(p»+Aq)* + cjpT « o , 

(p^+Aq)}(p*+iq)'+i»pM + «?• « o, 

(p«+lq)» + api « o, 
(P*+^)|(p'+^V+iup»} + ap» SE o. 
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4. NimiMer gibt mis Ar j .^ ^wtn endUdien Werlh : 

dp» i0j 

in 

Wir erhalteii bif nach , dem onendlicben Werthe von j- entsprechend , eine f ewtfbniiehe 

Spitse erster Art, und dem Verschwinden dieses DiSnrentiaUQuotientMi entsprechend, einen 
Zweig der Cnrve , welche die Tangente dieser Spitae vierpvnctig osculirt. 

VII. Wenn rieben den Gleicfanngen (1): Fig. 36—37. 



X 



so erhalten wir nach V. drei sich berührende Zweige. Die Olcicbung (4) neigt, dass filr 

da 

einen dieser Zweige ^- verschwindet , und für denselben Zweig gibt die Gleichung (8) der 

4. Nummer: 

d^ _ «^ 
dp^ ^ ^ dCPs' 

dM 
Einer der drei sich berflhrenden Zweige . hat also einen Wendungspnnct. Je nachdem die 
beiden endlichen Wnrxeln der Gleichung (4) im Zeichen fibereinstimmen oder nicht , erhal.- 
ien wir die Lage der 36. oder 37. Figur. Die beiden nieht oscnlirenden Zweige ki^nnen 
reell und imaginär sein ; eine SpiUe nweiter Ordntng bildet den Uebergang; Die Ordnung 
der Annäherung der beiden Zweige unter sich kann beliebig ansteigen. , 

VIII. Wenn neben den Gleichungen (1): 



<I>^ = o, <I>$ = o, Ö>§ = o, -n^^o. 



i0^ d0 



s 



dH ^' dx 



= O. 



dx 
^o bleibt ^ nach der Gleichung (4) nur ein Werth Ar t- ein Werth , der nicht verschwin* 

d^x 
det; dem verschwindenden entspricht .-^ = ot. Die Curve hat eine solche Spitse erster 

Art , die von ihrer Tangente filnfpunolig borfthrl wird. Durch dieselbe geht ein berühren- 
der Zweig def Cnrve, 

IX. Wenn endlich, neben den Gleichungen (1) : 

0,^o, «.. = 0. </>• = ., *^=o, ^»=0, -^*=«. 

so werden die Wurseln der Gleichung (4) alle drei gleich Null, und hiernach die Werthe 

d^x 
von T-2 unendlich. Der Krümmungshalbmesser ist unendlich gross. Die Curve hat nur einen 

Zweig mit einem Wendungspnncte, die Ordnung der Annäherung an ihre Tangente, auf der 
sieben Dnrrhsrhnitte nusammcafhllen , betrügt f. 

Wenn auf der femeinscbitftliehea Tangente arht Dmrchschnittspuncte nusammenfallen 
sollen, so müssen (neben den Gleichungen (1)) die folgenden bestehen: 

©^ = o, Os=o, O^-^T O7 « o- W 

Wir erhalten hier fttnf verschiedene Falle. 

X. Im allgemeinen Falle hat die Curve in ihrem . drdfachrn Puncte eine gewöhnliche 
Spitse erster Art , und die Tangente dieser Spitae wird von einem andern Zweige der Curve 

23 
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fünfpuiictig; osrulirt Aus dem Falle anter VI. folgt nemlieh , dass auch ^ für den letzt- 

l^enaunten Zweig verschwindet 

XI. Wenn neben (1) und (9) auch noch 

d<D. 
dx 
so verschwindet eine der drei Wurzeln der Gleichung (4). Die Gleichung (8) der 4. Num- 
mer reducirt sich im vorliegenden Falle auf die folgende : 
|d^Ö>3/^dx\2 ^d^O^/dxX ^dÖ)i;»H2x dxCd^(PydxY ^ d^Os/dxA «^dO^l 



woraus wir ersehen, dass für denjenigen Zweig, für welchen .— verschwindet, auch . ^ 



j- verschwindet , auch i- . 
dp dp 

gleich Null m ird. Die Curve hat drei sich berührende Zweige, von denen einer die gemein- 
schaftliche Tangente vierpunctig osculirt Die beiden andern Zweige können sowohl reell 
als imaginär sein , und auch durch eine Spitze zweiter Art vertreten werden. 
XU. Wenn neben (1) und (9) zugleich: 

dO. dÖ>5 

so verschwinden zwei Wurzeln der Gleichung (4) und für diese verliert die Gleichung (8) 

der 4. Nummer ihre Bedeutung zur Bestimmung von -j-^. Um diesen DifferentialXoefficien- 

dp 

ten zu bestimmen , mttssen wir diese Gleichung von Neuem vollständig dMferentiires. Wenn 
wir , der Kürze wegen , nur diejenigen Glieder hinsehreiben , welche , nach der Differentia- 
tion, weder 0$ , und seine partiellen Differential-Quotienten» noch -p-* und --p, noch t^ zu 

CoefKcienten haben, so ergibt sich bei einiger Aufinerksamiieit , wenn wir den constanten 
Factor IS. 85 fortlassen, unmittelbar die folgende quadratische Gleichung sur Bestimmung 

d^x 

äAip) + " l^iäfO^ «W». - o. (11) 

Es berttbren sich also wiederum drei Zweige der Curve ; von diesen haben awei im dreifa- 
chen Punete einen Wendungspunct, und können reell und imaginär sein uikl auch durch eine 
Spitze zweiter Art ersetzt werden. 

XIII. Wenn neben (1) und (9) zugleich: 

dO. da>5 i^O. 

-di'=^' ^=«' Ä^=^' 

so verschwinden die Wurzeln der Gleichung (4) alle drei zugleich. Die Gleichung (11) 

d'x 
zeigt, dass ein Werth von r , unendlich wird, während der andere endlich bleibt. Es hat 

dp* . ' 

die Cur\ e eine solche Spitze erster Art , welche von ihrer . Tangeate in fünf Pvncten ge- 
schnitten wird, und durch diese Spitze geht noch ein Zweig derselben mit einem Wendtings- 
puucte. 

xn'. Wenn neben (1) und (9) zugleich : 

dx ' d« dx •^^ iix* 

* 

so werden die Wurzeln der Oleicbnng CH) beide unendlicb. Durch den dreifachen Pmict 
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geht ein einziger Zweig ohue Wendungspunct. Der KrümmungshalbnMMser ist unendlich gross' 
und die Ordnung der Annäherung an die Tangente beträgt }. 

Wenn xu den verschiedenen Bedingungen der FäHe X. — XIV. die neue Bedingung 

a>8 « o 
hinzukommt, so fallen in die gemeinschaftliche Tangente, im dreifachen Puncte, neun Durch- 
schnitte zusammen ; dann erhalten wir , den eben bezeichneten Fällen entsprechend , die fol- 
genden fünf neuen Fälle. 

XV. Die Curve hat eine gewöhnliche Spitze erster Art, deren Tangente von einem 
andern Zweige der Curve sechspnnctig osculirt wird. 

XVI. Die Curve hat drei Zweige, von welchen euier die gemeinschaftliche Taugente 
Ittnfpunctig osculirt. Die beiden andern Zwage sind reell oder imaginär, oder werden von 
einer Spitze zweiter Art vertreten. 

XVn. Wenn 0% verschwindet , hat die Gleichung (11) neben einer verschwindenden 
Wurzel eine endliche. Von den drei sich berührenden Zweigen berithrt einer die gemein« 
schaftliche Tangente in zwei, ein zweiter in drei und der dritte in vier zusammenfellen- 
deu Puncten. 

XVIII. Eine Wurzel der Gleichung (11) verschwindet, während die andere unendlich 
wird. Die Cvrve hat eine ihre Tangente fttnfpunctig berührende Spitze, und einen Zweig, 
der diese Tangente vierpunctig osculirt. 

XIX. Wenn die Wurzeln der Gleichnng (11) unbestimmt werden, hat endlich die Curve 
dreif im Allgemeinen, vollständige Zweige, welche unter sich und mit ihrer gemeinschaütli- 
chen Tangeute einen dreipunctigen Contact haben. Diesem Falle entsprechen also folgende 
Bedingungen; 



0, £= 0, 


©iSO, 


«>♦ = •, «'s = «, 


a>t s 0, ©7 = 0. 


dOs d0. 

dx ' i* , 


da>s d<Z>6 
dx .' dx ' 







Wir wollen hier diese Erörterungen abbrechen. — 

18. Wenn es , nach der Absicht der jedesmaligen Discussion , erlaubt ist , die beiden 
linearen Functionen p und q so anzunehmen, dass x verschwindet, so vereinfacht sich die 
Bestimmung der Functionen und ihrer partiellen Differential - Coefficienten. Man hat als^ 
dann ilberliaupt , nach der 2. Nummer : 

" 1.2..m'dp'" ' 

ä'Om ^ 1 _ _4!jP_ 

dx» "" i . 2 . . m-s ' dq'dp'"-»* 

Als Beispiel wollen wir den Fall einer Curve mit einem solchen dreifachen Piracte , in 

welchem die drei Zweige uuter einander einen gewähnlichen Contact haben , nehmen und 

voraussetzen, dass die Curve durch folgende Gleichung: 

F(>,x) - ß= 0, 

in der y und x rechtwinklige Parallel - Coordiiiaten jliedeuten ^ dargestellt werde und dass 

ttberdiess die gemeinschaftliche Tangente der drei Zweige in dem dreifachen Puncte der Axe 

der X parallel sei , wonach y =J^ ^ x = o. Alsdann müssen (nach (17), V) für den frag- 
lichen Punct, ausser den partiellen DifferentiaUCoefftrienten der ersten und zweiten Ordnung, 
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anch nock die folg^eaden verschwinden: 

d^ß d^ d^fl *|ß d<fl dW2 

SF' dydx»' dy^dx' dx< ' dydx*' dx*' 

Bei unserer Functionen -Bestinunuug; sind dieKrümmung^shalbmesser in dem dreilachen Puncte 

in 
den recipriiken Werthen von j^ gleich. Diese Werthe aber sind durch folgende Gleichung 

gegeben , in welche hier die Gleichung (4) -der vorigen Nummer übergeht : 

_d^dx\* ^_ _d!ß/dxY^,. d5fl/d*\ d<»fl 

^^W\rx) •*■ ^ dpsr<d-i>) -^ ^^ d^U; ■*". dif = ^- . 

Nehmen wir flberdiess noch den dreifachen Punct xum Anßwgspunete der Coordinaten, 
so erhalten Mir für die allgemeine Gleichung einer Curve mit einem Puncte der flraglichen 
Art die folgende: 

y^ 4- /<y^(x^/^xy+ry^) -f Xy(x*'+^x*y-fCx^y=*+i7xy*4^y<) + a(x^-f ) = ö 

und wenn wir, in Beziehung auf diese Gleichung, die vorhergehende entwickeln, kommt: 

Die reciproken Werthe der Wurzeln dieser Gleichung sind, was sich auch unmittelbar be- 
stätigt findet, die drei Krtimmungshalbmesser der drei im Anfangspuncte sich bertthrenden 
Zweige. — 

19. Ich schliesse mit einer letzten Bemerkung. Es können vielfache Puncte mit allen 
ihren Modificationen unendlich weit rflcken , ohne dass irgend eine Eigenthümlichkeit dersel« 
ben sich verliert. Es kann diess auf zwiefache Art geschehen, auf dem Zweige einer Hy- 
perbel oder dem Zweige einer Parabel. Nicht unbezeichnend möchte man sich hier zur Be- 
zeichnung solcher unendlich weit gertickten singularen Puncte des Ausdrucks ^,hyperboli- 
sche und parabolische Singularität in unendlicher Entfernung^^ bedienen. 

Alle Unterscheidungen des . gegenwärtigen Paragraphen behalten ihre unmittelbare An- 
wendung, so lange die Werthe von p und q, durch welche die Lage des singularen Punctes 
bestimmt ist^ nicht unendlich werden. Wenn wir diese Functionen in ihrer allgemeinen Be- 
deutung nehmen und demnach , indem wir durch u , v und w ganze lineare Functionen Cge- 
wöhnlicher Parallel - Coordinaten) bezeichnen, 

_ pu = "^^ ' 

* ^ w ' ' "= w' 

, setzen , so entsprechen, im Allgemeinen, Puncten in unendlicher, wie in endlicher fentlntHing, * 
endliche Werthe von p und q. Die obige Behauptung, dass vielfache Ptoncte auch in un- 
endlicher Entfernung alle ihre Eigenthttmlichkeiten behalten , findet also hierin ihre unmit- 
telbare und vollständige Bestätigung. 

Wir wollen, zur nähern Verständigung, zwei Beispiele betrachten. Es rücke erstens 
der singulare Punct auf der geraden Linie U unendlich wei|;, dann verschwindet für den- 
selben der Werth von q, während, weil v und w zugleich . unendlich werden, der Werth 
von p unter unbestimmter Form erscheint Wir können immer einen €oefficienten S so be- 
stimmen, dass überhaupt: 

vv — 5w = du + <r ; 
dieser Coefficieut ist dann der wahre Werth von p. Insbesondere verschwindet derselbe, 
gleichwie der Werth von q, wenn 

»V s du 4- « , 
das beisst, Wenn wir, was Behufs der Functionen - Bestimmung , erlaubt ist, annehmen, es 
seien die beiden geraden Linien U und V parallel. 
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Nehmen wir hiemach den Pal! dreier sich berührenden Zweige und lassen den Berfih- 
ningspuQct unendlich weit rttcken, so brauchen wir bloss, um die allgemeine Gleichung i^iner 
Curve mit solchen drei Zweigen mi erhalten, in der vorleljften Gleichung 4er rorigen Nummer 

pH dvhH>t y <nr-4-l 

^— und , oder, statt dessen, auch - und ^ — , an die Stelle von y und x zu schrei- 

W W XX 

ben. Auf diesem Wege ergibt sich die nachstehende Gleichung : 



xY + f^xY'Tz + Axyyn + o^t + -^ + ^/ + 



= o 



in^em wir mit x^ mulüplidren und , der Kttrze wegen , überhaupt : 

1 4- i^y + yy? 4- • • -f- yy" s y« 
setzen. Es hat die Curve drei hyperbolische Zweige, welche an ein und derselben geraden 
Linie, der Axe der x, nach ihrer zwiefachen Erstreckung sich hinziehen. Wir erkennen 
bald, dass die Form der Gleichung (1) mit der Form deijenigen Gleichung, welche in der 
158. Nummer discutirt worden ist, ganz übereinstimmt und dass insbesondere, wenn wir die 
Gleichung (1) mit ihren vier ersten Gliedern abbrechen, wonach dieselbe die allgemeine Glei- 
chung der Curven der 6. Ordnung mit drei, an derselben Asymptote sich hinziehenden, un- 
endlichen Zweigen wird, die resultirende Gleichung: 

wenn wir x und y mit p und q vertauschen, in die Gleichung (2) der 159. Nummer übergeht. 

Die letzte Gleichung der vorigen Nummer gibt hier das reciproke Maass der Annäherung 
der drei Zweige an ihre gemeinschaftliche Asymptote.^) 

Als zweites Beispiel wollen wir 

1 y 

setzen. Für einen Punct , der auf einer Parabel liegt , deren Durchmesser der Axe der x 
parallel sind, verschwinden, indem y^ und x unendlich gross und von derselben Ordnung 
sind, gleichzeitig die Werthe von q und p. Hier wollen wir wiederum den eben betrachte- 
ten Fall dreier sich berührenden Zweige nehmen , und nun an die Stelle von y und x in der 
vorletzten Gleichung der vorigen Nummer die vorstehenden Ausdrücke für q und p einsetzen. 
Indem wir mit x^ multipliciren , ergibt sich : 

x^ + ax\y2+/JyH-y) + *x(y<+fy^4-?y24-J7y+^) -f |M(y*...) +^(y*+ + • = o. 

Diese Gleichung ist die allgemeine Gleichung solcher Curven, welche drei parabolische 
Zweige mit gemeinsamer Durchmesser- Richtung haben. Die letzte Gleichung der vorigen 
Nummer gibt hier die reciprokeii Werthe der Parameter der drei parabolischen Zweige. — 
Der Raum verbietet in eine mehr detaillirte Erörterung hier einzugehen, es mag uns 
daher genügen , angedeutet zu haben , wie die Entwicklungen des ersten Abschnittes über die 
verschiedenartigen unendlichen Zweige der Curven aus den Discussionen des gegenwartigen 
Paragraphen unmittelbar hervorgehen. 



*; System. 172. Entwicklungen. Zweiter Band. 606. 
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^enave Refltlmnivim: aller mlf^lielieii Sin^nlarltllteii, urelehc la dem limvfe 

der Cnrvea vierter Ordnung: vork«mmiea ktfanea« 

80. Indem wir durch q und p irgend zwei ganze lineare FuncCionen bezeichnen, und 
der Kürze wegen, 

«q + /?p = :?i , 

W + w«' + ^p'q + 5p' = ^3 , 

jtq« 4- Apq* + ^p2q2 4- yp)q ^ g^* = S^^ 
setzen , können wir die Curven der 4. Ordnung durch die nachstehende Gleichung darstellen : 

J, 4. 2, 4- -J3 4- -5« = o. 
Die aligemeine Gleichung der Curven irgend einer n. Ordnung ist nach dieser Bezeichnungs* 
weise » indem wir überhaupt eine ganze und homogene Function eines beliebigen m. Grades 
durch 2n darsteilen: 

Sobald die beiden Functionen q und p einmal bestimmt sind (und diese Bestimmung hängt 
von 4 Constanten ab) schliesst ^m überhaupt (m+1) Constanten ein. Die vorstehende Glei- 
chung^ aus der durch Division immer eine Constante sich fortschaffen lasst, enthalt hieniach 

w(n+3) . ^ 

Constante , also drei überzählige. Von diesen kommt eine auf den Umstand, dass die Curve 
zwar durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien P und Q geht, dieser Durchschnitt 
selbst aber jeder willkührliche Punct der gegebenen Curve sein kann. Die beiden andern 
werden dadurch bedingt , dass jede der beiden geraden Linien P und Q, ohne dass dadurch 
die Form der Gleichung geändert wird , um ihren Durchschnittspunct sich drehen können. 
Dabei werden nemlich q und p durch zwei andere lineare Functionen, beide von der Form 
(oq+rp) ersetzt, wonach sich nur die Coefficienten in den verschiedenen Functionen ^ än- 
dern , die Form dieser Functionen aber unverändert bleibt. So lange die Curve dieselbe 
bleibt, stellt auch jede Function ^«, nach wie vor, dasselbe System von m durch den 
Durchschnitt von P und Q gehenden geraden Linien dar. 

Einfache Pancte. 

81. Wenn wir anf der Curve : 

• 2, + :?2 + 23 + ^4 = 0, 

von dem Durchschnitte von P und Q aus, um eine unendlich kleine Strecke vorwärts ge* 
hen ^ so kommt , indem wir a^i nehmen : 

wobei q und p unendlich kleine Grössen derselben Ordnung sind. Betrachten wir q und p 
als veränderliche Grössen , so gehört die letzte Gleichung einer geraden Linie an , welche 
annäherungsweise den Laof der Curve in dem fraglichen Puncte darstellt: es ist die Glei- 
chung der Tangente. Die Ordnung der Annlhening steigt um eine Einheit, wenn wir 
Glieder des zweiten Grades mit hinzufügen. Die Gleichung : 

-5i + 2, = o, 
stellt einen dreipunctig osculirenden Kegelschnitt dar. Endlich ist: 

J, -f -2, + J3 = o 
die Gleichung einer vierponctig osculirenden Curve dritter Ordnung. 
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Sd. Wir können die gerade Linie Q so drehen, dass sie mit der Tangente im fragli- 
chen Punde zusammenfiült , dann wird ß=so. Die Gleichung der Curve : 

q + ^2 + -« + Ä=»o, 
emihält abdann nur noch mH^ei ttberstthlige Constanteu. Für di6 dem gegebenen Puncte der 
Curve (dem Durchfichaitte .von P und Q) benachbarten Puncte derselben, müssen wir, um 
die Vorabende Gleichung su befriedigen, in S2 ein Glied suchen, das, um den Werth von q 
aufzuwiegen, mit q von derselben Ordnung ist. Dieses Glied kann nur cp^ sein, weil ein 
Glied , das p neben q enthält , von welcher Ordnung auch p sein mag, nicht mit q von der- 
selben Ordnung sein kann. Die Gleichung: 

q 4. £p3 = «I, 

gehört einer Parabel an, welche annftherungsweise den Lauf der Curve in dem fraglichen 
Puncte darstellt Wenn wir die Gleichung der Curve entwickeln und auf nachstehende Weise 
ordnen : 

(q+sp^) + p(dq+]5pO + (yq2+^'q+pp«J 4- pqCiyq+tT^) + q^(fq+/«P^) + (^pq^) + («q*) = »^ 
wobei die in der enten, aweiten, • • . siebenten Klammer eingeschlossenen Glieder bezüg- 
lich mit f\ p\ . . • p* von gleicher Ordnung sind , so erhalten wir nach einander verschie- 
dene Curven, deren Annäherung an die gegebene in dem gegebenen Puncte von einer bloss 
dreipunctigen zu einer achtpunctigen ansteigt, wenn wir einmal die Glieder der ersten 
Klammer« dann die Glieder der zwei, drei, vier, fünf, sechs ersten Klammem gleich Null 

setzen. Wenn wir (p— ^q) an die Stelle von p setzen und dann a = -^-y- nehmen, so er- 



halten wir , indem wir von den Werthen der Coefficienten ganz absehen, eine Gleichung von 
folgender Form, mit einer ttbenähligen Constanten: 

(l+^pKq+fp^) 4- (rqH-^2q+pp^) + pq(i;q+>T') 4- q^(Cq+A^^) + ^pq^+ xq< = 0, 
in weicher im ersten Oliede die vierpunctig osculirende Parabel in Bvidenz tritt. 

.88. Wenn «»o, so faden wir erst in JS3 das Glied gp*^, als daqenige, welches, für 
nahe liegende Puncte der Curve , das Glied q aufwiegen Icann. Gegen diese beiden Glieder 
verschwinden alsdann alle übrigen und die durch die Gleichung: 

q 4- 5p^ = o , 
ausgedrückte Parabel dritter Ordnung stellt annäherungsweise den Lauf der Curve in der 
Käbe des fragliehen Punctes dar« Dieser ihinct ist ein Wendungspunct der Curve. Die 
Gleichung der Curve behält nur noch eine einzige übemäblige Constante, welche auf die 
wilikfthrliche Richtung der geraden Linie P kommt Ordnen Hir diese Gleichung, ähnlich 
%i ie oben , nach der verschiedenen Ordnung der Kleinheit ihrer Glieder (ttr die Nachbarpun- 
ete des Wendungspunctes , so kommt: 

(q+Sp^) •♦- P(^q4-pp*) + ^p'q 4- q(yq4-vp') + lypq^ 4- /«p^q^ 4- Cq* + ipq* + xq* « o. 
Es wird die Curve von der durch die Gleichung: 

q 4- 5p' = o 
dargestellten Parabel dritter Ordnung vierpunctig osculirt Bine mehrpunctig osculirende 
cubische Parabel gibt es im Allgemeinen nicht Wir erhalten die Gleichungen von Curven, 
welche die gegebene in dem Wendnngspuncte bezüglich fünf- , sechs- , sieben- , adit- , neun-, 
zehn- und zwölf punctig osculiren, wenn wir nach einander die zwei, drei, vier, fünf, sechs, 
sieben und acht ersten Glieder der vorstehenden Gleichung gleich Null setzen. 

Wir können insbesondere die Richtung der geraden Linie P so bestimmen, dass g oder & 
ausf^t , wodurch die Anzahl der Constanten auf die gerade nothwendige sich reducirt. 

S4. Wenn auch der Coefficient | verschwindet, so ist pp^ das einzige Glied, durch 
welches, für Puncte der Curve, welche dem gegebenen benachbart sind, q aufgewogen werden 
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kann; wonach alsdann die durch die Gleichung: 

ausgedrückte Parabel vierter Ordnung den Lauf der Curve in der Nahe des gegebenen Pun- 
ctes annäherungsweise darstellt. Diese Parabel hat mit der Curve die gerade Linie Q «nr 
gemeinschaftlichen vierpunctig osculirenden Tangente, und osculirt selbst die 
Curve fllnfpunctig. Ordnen wir die Gleichung der Curve mit Rflcksicht darauf, dass, fUr 
Nachbarputtcte , q und p^ von derselben Ordnung sind, so kommt: 

(q-f pp^) 4- dpq + ^^q + pf\ 4- rq^ -h ^pq^ 4- /ip'q^ -f Cq* + Apq' 4- xq*» =» o. 
Setzen wir nach einander die zwei, drei, vier, fänf, sechs, sieben, acht, neun und nehn ersten 
Glieder der vorstehenden Gleichung gleich Null, so erhalten wir die Gleichungen solcher 
Curven, welche die gegebene in dem fraglichen Puncte bestigtich sechs-, sieben-, acht-, neun-, 
zehn-, zwölf-, dreizehn- und sechszehnpunriig osculiren. 

Die Gleichung der Curve hat noch eine tiberzahlige Constante, welche auf die will- 
kilhrliche Richtung der Linie P kommt Wir können sie fortschaffen, indem wirr verschwin- 
den lassen. Hiemach behalten wir nur 13 Constante, und es können also auch nur Curven 
vierter Ordnung von besonderer Art einen Punct der flraglichen Art haben. — 

Doppelpuncte. 

25. In dem Falle eines Doppelpunctes ist die allgemeine Gleichung der Curven vierter 
Ordnung die fi^gende: 

2^2 4- ^S 4- 5i = O. 
Diese Gleichung schliesst 15 Constante und unter diesen zwei ttberzählige ein, weil der 
Durchschnitt der beiden geraden Linien P und Q zwar in den Doppdpunct der Curve fUlt, 
diese beiden Linien selbst aber , ohne dass die Ponn der vorstehenden Gleichung sich ändert, 
beliebig um ihren Durchschnitt sich drehen können. Wnr können die PunctioB S^ in zwei 
Factoren des ersten Grades, beide von der Form (op4-rq) zerlegen. Nehinen wir diese 
beiden Factoren statt p und q , so geht die Form der letzten Gleichung in die nachstehende 
mit ihren 13 noth wendigen Constanten tiber: 

pq 4- -Si 4- -Si == o. 
Die geraden Linien P und Q sind nun dadurch vollkommen bestimmt, dass sie mit den beiden 
Tangenten im Doppelpuncte zusammenflallen. Indem wir einmal p^ und q ^ das andere Mal 
q^ und p , als von derselben Ordnung för die Nachbarpuncte des Doppelpunctes belrachteot 
können wir die vonstebende Gleichung auf folgende zwiefache Weise entwickeltt : 

p{(q4-ip') 4- p(^-fpp^) 4- qCM+^'P')! + q'c^^q+i^'P^ + ^pq* -^ »^^ = «» (^> 

qKP+5q^ 4- q(^p4-xq2» 4^ p(^p4-^M| 4- p*($p4-^*q') 4- rp^ + ^p* « o. (2) 

Hieraus ist ersichtlich , dass die beiden Parabeln : 

q + ?p' = o, p + Cq' =. 0, 

den Lauf der beiden im Doppelpuncte sich schneidenden Zweige annabemngzweise dufsteUen. 
Die beidesmalige Berührung ist eine dreipunctige. Auf dieselbe Weise, wie ini ScUus^ der 
22. Nummer, erhalten wir für die beiden vierpunctig osculirendeti Parabeln die Mgdaden 
Gleichungen : 

q + Up—oq)^ « o, p + ?(q— M)' = 0, 



wir: 






setzen. 
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M. Wenn insbesondere gso, wodurch die AnjeaU der Consfanten sich auf swOlf re- 
ducirt, so kann in der grossem Klammer der Gleichung (1) q nur durch p^ aufgewogen wer- 
den. Der Lauf des einen Zweiges der Curve, dessen Taugente Q ist, hat alsdann einen 
mit dem Doppelpuncte xusammenfallenden Wendungspunct und wird annäherungsweise 
durch die vierpunctig osculirende cubische Parabel: 

q + pp3 » 0, 

dargestellt 

27. Wenn die Zweige, welche den Doppdpunct bilden, in diesem Puncte beide einen 
Wendungspunct haben, so verschwindet sowohl S Als C» Dann können mr die Glei- 
chung der Cunre auf folgende zwiefache Weise ordnen : 

^j(P+*9') + V?^ + ^P9^ + ^i^ + fif^q H- vp^ -f pp< = o, 
indem wir einmal q und p^, das andere Mal p und q'% als von derselben Ordnung betrach- 
ten, je nachdem wir auf dem Zweige mit der Tangente Q, oder auf dem Zweige mit der 
Tangente P, vom Doppelpuncte aus, vorwärts gehen. 

in dem vorliegenden Falle können wir die Gleichung der Curve auch auf folgende Weise 
schrdbeu : 

pq{l +77q + ^p} + 2, = o. 
Um die Form dieser Gleichung, welche die nothwendigeu elf Constanten einschliesst, geo- 
metrisch zu deuten, bemerken wir, dass die Gleichung: 

-4 = o, 
ein System von solchen vier geraden Linien darstdlt, welche durch den Doppelpnnct gehen; 
und iden vier Asymptoten der Curve parallel sind. Jede dieser geraden Linien schneidet die 
Curve, weil ein Durchschnittspunct unendlich weit liegt und zwei in den Doppelpnnct zusam- 
menfallen, ausserdem nur noch in einem einzigen Puncte. Die vier einzigen Durchschnitts- 
puncte, welche wir auf diese Weise erhalten, liegen alle vier auf der geraden Linie: 

1 + ^q 4- dp = o, 
und somit sind wir beiläufig zu folgendem Satze gelangt: 

Wenn sich zwei Zweige einer C^rve vierter Ordnung schneiden und 
in ihrem Durchschnitte beide einen Wendungspunct haben, so schneiden 
die vier geraden Linien, welche man, parallel mit den vier Asymptoten, 
durch diesen Durchschnitt legen kann, die Curve ausserdem noch in 
vier solchen Puncten, die in gerader Linie liegen. 

88. Um den Fall eines isolirten Punctes, dessen beiden Tangenten imaginär sind, 
in der Gleichung der Curve in Evidenz zu bringen, erbalten wir sogleich nachstehende Formen: 

(q'-f a'p2) 4- ^3 + -5i == o , 
(q^-H»2p2)r + :% =^ o. 
In dem Falle der ersten Gleichung sind die beiden imaginären Tangenten gewöhnliche, in 
dem Falle der zweiten Gleichung beide osculirende. Der Factor (q^-f o^p^) enthält eine tlber- 
zäkUge Constante, weil die Richtung einer der beiden geraden Linien P und Q erst dann 
bestimmt ist , nachdem die Richtung der andern beliebig angenommen worden ist Die Con- 
ztante können wir unter Andern auf lineare Weise dadurch ausfallen lassen , dass wir an- 
nehmen , dass die geraden Linien P und Q (zugeordnete Durchmesser des Do^pelpunctes *) ) 
auf einander senkrecht stehen. 



*) Eio isolirter Punct ist immer alt eine Ellipse anzntehen, tiefen beiilen Axen, bis zum Verscbwin- 
eleu, ibre Richtung und ibr gegenseitiges Grössen- Verhältniss beibehalten haben Daher knnn auch 

24 
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29. In dem Falle einer Spitze erster Art erhalten wir die allgemeiiie Gleichung: 

welche 13 Constante, unter diesen aber, der willkührlichen Richtung von P wegen, eine 
überzählige einschliesst Diese flallt ans, wenn M'ir p mit (p-Hrq) vertauachen, und dann a 
so bestimmen, dass (^+3a|) verschwindet, oder, was auf dasselbe hinauskommt^ wenn wir 
von Vorne herein ^^=o setzen. Um für die, dem Rftckkehrpuncte nahe liegenden. Puncto q^ 
aufzuwiegen, finden mir in ^3 das Glied |p\ Ordnen wir hiernach die Gleichung derCurve, 
indem wir q^ und p"^ als von derselben Ordnung betrachten , so kommt : 

(q'+Sp') + v(n^+9f') + q(Cq'+*T') + i"p'q' + ^n' + »«* =* «• 

Die Curve hat in der Spitze mit ihrer Tangente Q einen Contact von der Ordnung |. Sie 
hat mit der semicubischen Parabel, welche durch die Gleichung: 

q^ + Sp^ = o 
dargestellt wird, einen Contact von der ersten Ordnung. 

80. Wenn |=o , so sind , für Nachbarpuncte q^ und p^ und mithin auch q und p* von 
derselben Ordnung, und wenn wir, mit Rücksicht hierauf, die Gleichung der Curve ordnen, 
so kommt: 

(q'+^p'q+W*) + pq('7q+>T»') + q'(Cq+."P') + ^pq' + ^q* = o. (I) 

Um den Lauf der Curve annäherungsweise darzustellen , erhalten wir also die durch die 
Gleichung : 

q2 + ^p2q 4. pp4 = (q+wp2)(q+wp2) = o 
dargestellten beiden Parabeln. Es berühren sich in dem Doppelpuncte zwei 
Zweige der Curve, welche von diesen beiden Parabeln bezüglich dreipunrtig oscu- 
lirt werden. Die beiden Zweige sind reell oder imaginär zugleich mit diesen Para- 
beln, je nachdem: 

^2 — 4p > o, ^^ — dp < o. 

Die vorstehende Gleichung enthält 12 Constante , aber unter diesen noch eine überzäh* 
lige, welche darauf kommt, dass P irgend eine beliebige gerade Linie ist, welche durch 
den Bertthrungspunct auf der gemeinschaftlichen Tangeute Q geht 

Die Form der Gleichung (1) bleibt im Uebrigen unverändert, wenn wir an üe Stelle 
des ersten Gliedes derselben (q+i;rp^Xq+<^'P^) » ^^ folgende einftifaren: 

{ q + ^(t+^qy } j q 4- o^'(p+»'q)' } . 
Die beiden neuen Parabeln, welche bä beliebiger Bestimmung von n und n durdi die bei- 
den Gleichungen: 

q 4- oy(p-fÄq)2 = 0, q + c^'(p+«'q) ** »» 

dargestellt werden, osculiren also die Curve im Allgemeinen ebenAJls dreipunctig. Unter 
solchen dreipunctig osculirenden Parabeln befinden sich aber zwei, welche die beiden Zweige 
der Curve vierpunctig osculiren. Es muss alsf», bei gehöriger Bestimmung der beiden 
Constanten n und n\ die Gleichung der Curve (1) die folgende Form annehmen: 

|q + ^(p+'^q)^} |q -j- ct'(p+mO| + q^(Cq+/«p') + ^pq^ + «q* = <>. 

in der jene beiden vierpunctig osculirenden Parabeln in Evidenz treten. Damit diese GleU 
chung bloss die elf nothwendigen Constante einschliesse, brauchen wir bloss n oder n ver- 
schwinden zu lassen. 



Ton zugeordneten Durchmessern und Axen eines isolirten Punctes die Rede sein. Die dem fragli- 
chen isolirten Puncte entsprechende Ellipse wird durch die folgende Gleichung : 

q* + a»p» B «, 
dargestellt. 
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ZU Zwischen den beiden Fällen ^ dass die Curve xwei reelle sich berflhrenden Zweige 
hat, und das« ein isolirter Punct diese imaginiir gewordenen Zweige vertritt, bildet derjenige 
Fall den Uebergang, wo: 

^2 — 4p «» o, oder er = o'. 

Dann können wir die Gleichung (1) unter folgender Form schreiben: 

welche unverändert bleibt , wenn wir (p+oq) an die Stelle von p setsen. Nach dieser Sub- 
stitution können wir den unbestimmten Coeflicieuten a so bestkunen, dass die resulturende 
Gleichung folgende Form annimmt: 

(q-^mf^y + 8apq(q+firp') + q^^ » o , («) 

oder auch, indem Mir: 

q^s — a^nY = «^5 
setnen, die folgende: 

(q+GTpM.opq)3 + q^*, r= o. 

Es sei, um zu pailicularisiren : 

2| = vf^ + /«p'q + ^pq^ + xq-'; 
alsdann kommt , wenn Mir die vorstehende Gleichung (2) in Besiehung auf (q+crp^) auflösen : 

q + ojpJ = — apq ± /(— »^Vl-Ha'— /t)p'q2— Apq'— jtq^). 
So lange v nicht verschwindet, ergibt sich, bei gehöriger Vernachlässigung, für die Nachbar- 
puncte des Doppelpunctes : 

q 4- tsjp^ == ± tv^i—^ri) » 

= ± pV(»'^p)- 
Diese Gleichung seigt , dass diese Puncto , je nachdem gj positiv oder negativ ist , auf der 
negativen oder positiven Seite der Tangente Q liegen; dass sie ferner, je nachdem vm po- 
sitiv oder negativ ist , auf der positiven oder negativen Seite der , durch den Berührungs- 
punct gehenden geraden Linie P liegen , dass sie endlich zugleich auf der Innern und äus- 
sern Seite derjenigen Parabel, M'elche durch folgende Gleichung dargestellt wird: 

q + G7p2 » 0, (8) 

sich erstrecken. Hiernach ist der Doppelpunct der Curve eine Spitze zweiter Art. 
Die Ordnung der Annäherung, somoU der beiden ZMCige an die Parabel, als auch dieser 
beiden Zweige unter sich, beträgt 1|. 

32. Wenn v=o , und demnach die Gleichung der Curve folgende Form hat : 

(q+pjp2)2 + 2ttpq(q+crp2) ^ ^2^ ^ ^^ 

' so ergibt sich , bei gehörigen Vernachlässigungen , 

q + GTp^ s — (o±/(a^— M))pq, 
=B iiT(a±/(a2— ^))p3. 

Alsdann hat die Curve ihre beiden vollständigen Zweige wieder erlangt und diese Zweige 
haben unter sich und mit der Parabel (9) einen Contact der zweiten 
Ordnung. 

Wenn a^^iu<o, so M'erden die beiden vollständigen Zweige der Curve imaginär und 
durch einen isolirten Punct vertreten. 

Wir können hier noch zwei untergeordnete Fälle unterscheiden. Wenn zugleich »so 
und iu=o, wonach: 

(q+ropO^ + 2opq(q-fiiTp2) + q^2i =s o, 
so kommt für die eine Wurzel: 

(q+CT»0 = — 2apq « 2oG7p^, 
und für die andere : 
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= -«Pqjl-v-(l-^.J)j, 

= _ A 2 _ ^ 4 

Von den beiden Zweigten hat der erste nit der Parabel (3) einen Contact der 2. Ordnung^, 
wie bisher, der zweite aber einen Contact der 3. Ordnung. Jener sehneidet die Parabel, in- 
dem er sie berührt; dieser nicht 

Wenn endlich zugleich 1^=0, /k==o, ^=0, und demnach die Gleichung der Corvo die fol- 
gende wird: 

(q+crp2)2 -f- 2apq(q+G7p^) -f xq* = o , 
so erhalten wir für den zweiten Zweig: 

q 4- cyp2 = — apq + i<(a^pV — *?*)» 

2a p" äcT'' * 
Dann hat ein Zweig, wie bisher, mit der Parabel einen Contact der 2. Ordnung, der andere 
Zweig aber einen Contact der 4. Ordnung. 



33. Wenn zugleich: 



V =« o, a^ — |te =x o, 



wonach wir die Gleichung der Curve auf nachstehende Form mit acht Constanten bringen 
können : 

(q+cTpH-apq)2 + ^pq» + xq« » 0, 
so kommt nach gehörigen Vernachlässigungen: 

q + crp^ + apq = ± /(— ^pq"*), 

Die Cunre bildet^ in diesem Falle wiederum eine Spitze zweiter Art; ein Schenkel der- 
selben liegt innerhalb und der andere ausserhalb des durch die folgende Gleichung: 

q -f crp2 -4- apq = o, 

dargestellten Kegelschnittes, der in dem Falle, dass a verschwindet, eine Parabel ist. Wenn 
wir diesen untergeordneten Fall ausschliessen , so liegen beide Schenkel auf derselben Seite, 
der diesen Kegelschnitt dreipunctig osculirenden Parabel : 

q -f nrp^ a o. 

Je nachdem Xus positiv oder negativ ist, liegt die Spitze auf der positiven oder negativen 
Seite der Linie P. Die Annäherung jedes Schenkels der Spitze an den flraglichen Kegel- 
schnitt, so wie der beiden Schenkel unter sich, ist von der Ordnung 2}. 

Wenn zu den obigen beiden Bedingungen auch noch das Verschwinden von k hinzukommt, 
wonach die Gleichung der Curve die folgende wird: 

(q-fcrp'-fapq)* + xq* »^ 0, 
so löset sich der erste Theil dieser Gleichung in zwei reelle oder imaginäre Factoren des 
zweiten Grades auf , welche zwei , sich vierpunctig osculirende , reelle oder imaginäre , Ke- 
gelschnitte darstellen. Es können sich also zwei Zweige einer Curve vierter Ordnung, so 
lange diese nicht durch ein System z\^'eier Kegelschnitte ersetzt wird, nicht vierpunctig oscu- 
liren. Dir möglichen Fälle sind hiermit erschöpft. — 

31. In dem Falle zweier sich berührenden Zweige einer Curve vierter Ordnung, können 
wir diese Curve auch durch die folgende Gleichung darstellen: 

(q^2\)(q-h2'\) + (Ap+)cq)q^ :^ o. 
So lange X nicht verschwindet, können wir, ohne dass diese Form sich ändert, (vlp+xq) mit 
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Ap vertnusehen ; dann kommt^ indem die Constanten auf die 11 nothweDdigen sich reduciren : 

(q+^2K«+^^) + ^pq' = o. (1) 

In den Oleichongen : 

q^^r, = 0, q + r, =:o, (9) 

treten diejeiiigfen beiden Kegelschnitte, welche die beiden Zweige der Cnnre fanfpunctig 
nacuUren, in Endeon. 

Wenn A venchwindct , so hehlUl die entsprechende Gleichung: 

(q+^2)(q+^^) + «q* = 0, 
inuner noch ihre itbernählige Constanle, welche auf die wUlkfthrlichc Richtung der Linie P 
kommt. Dann werden von den beiden Kegelschnitten (8) die bezüglichen Curven- Zweige 
beide sechspunctig osculirt Um dicttber^Eählige Constante forünischaffen » kennen wir 
die letzte Gleichung auch auf folgende Weise schreiben: 

I q + üif^ + »q(p+yq) } j q + ^'p' + ^ pq } + xq* = o. 

M^esentlich ist in dieser Form, dass die Coefficienten tar und er* verschieden sind. Sind sie 
einander gleich, so berührt jeder der beiden Kegelschnitte einen der beiden Zweige ffinf- 
punctig und den andern dreipunctig. Die Curve hat also zwei Zweige, die sich im fk*ag« 
liehen Doppelpuncte dreipunctig osculiren. 

Dreifache Pimete. 

85. Die allgemeine Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit einem dreifachen Puncte 

ist die folgende: 

^3 + 2i « o, 

und enthält, weil die Form dieser Gleichung sich nicht ändert, wie wir auch die beiden 
geraden Linien P und Q um ihren Durchschnitt sich drehen lassen, zwei überzählige Con- 
stanten, wonach die Anzahl der nothwendigen Constanten auf zehn sich redncirt Die 
Gleichung : 

*3= O, 

Stellt das System der drei Tangenten der Curve im dreifachen Puncte dar. Je nachdem diese 
drei Tangenten a 1 1 e drei reell oder zwei derselben imaginär sind, schneiden 
sich drei reelle Zweige der Curve in demselben Puncte, oder ein conjugirter Punct der Curve 
liegt auf einem ihrer reellen Zweige. In dem ersten Falle können wir, um die beiden über- 
zähligen Constanten fortzuschaffen, die beiden geraden Linien P und Q mit zwei der drei 
Tangenten des Doppelpunctes zusammenfallen lassen, wonach die Gleichung der Curve die 
folgende Form erhält: 

Pq(q+«P) + -4 = 0. 
Wir können diese Gleichung immer und auf einzige Weise auf folgende Form bringen : 

p(q-H»p)|q+-2| + AqXq+/^p) = •. (^> 

und dann stellt die Gleichung: 

q + Sj ^ o, 
denjenigen Kegelschnitt dar , welcher den , an der Tangente Q sich hinziehenden , Zweig 
der Curve fünfpunctig osculirt In .dem untergeordneten Falle der nachstehenden Gleichung 
mit 9 Constanteu: 

P(q+«p)|q+^:| + ^« = 0, 
ist der fragliche Kegelschnitt ein sechspunctig oscoliren'der. 

Auf gleiche Weise können wir diejenigen beiden Kegelschnitte bestimmen , welche die 
beiden andern Zweige in dem dreifachen Puncte fünfpunctig osculiren. 

In dem Falle, dasz die beiden letztgenannten Zweige imaginär werden, nimmt dieOIei- 
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chuDg^ (1) die folfj^ende Form an : 

IQ welcher der Factor (q^-f x^p^) eine überzählige Constante einschliesst. Indem ß verschwin- 
det, particularisirt sich die Curve auf gleiche Weise , wie in dem Falle, dass in dem drei- 
fiichen Puncte drei reelle Zweige der Curve sich schneiden» 

36. Wenn zwei der drei Tangenten des dreifachen Punctes zusammenfallen, so 
erhalten wir für die allgemeine Gleidiung der Curve mit ■ e u n Coastanten die folgende : 

p'q 4- -4 =c o. 
Die Curve hat alsdan» eine Spitze erster Art mit der Tangente P, durch welche nach 
ein andrer Zweig geht , dessen Tangente Q ist Der letzten Gleichung können wir immer 
die folgenden beiden Formen geben : 

p2|q+:?2J + AqXq+iJp)«o, 

q{p'+-8} +W* =^ ö- 

in der ersten dieser beiden Formen tritt: 

q+ 2;, a o, 
als die Gleichung eines, denjenigen Zweig, dessen Tangente Q ist, filufpunetig oscnlirenden 
Kegelschnittes in Evidenz, in der zweiten: 

P^ + ^8 = o, 
als die Gleichung derjenigen Curve dritter Ordnung, welche den Zweig mit der Spitze am 
genauesten darstellt. 

Weil in der ersten Gleichung dieser Nummer 2)| nothwendig die höchste Potenz von q 
enthalten muss, damit nicht alle Glieder durch p theilbar werden, so kann die Spitze erster 
Art nicht durch zwei sich berührende Zweige , und noch weniger durch eine Spitze zweiter 
Art ersetzt werden; dergestalt also, dass, wenn eine Curve vierter Ordnung zwei sich be- 
rührende Zweige oder eine Spitze zweiter Art hat, durch den Berührungspunct jener beiden 
Zweige oder durch diese Spitze kein neuer Zweig der Curve gehen kann. Man sieht so- 
gleich den Grund dieser Unmöglichkeit ein. Auf der Tangente in einem Puncte der fragli- 
chen Art fallen nemlich vier Puncto schon zusammen , so dass eine Curve der vierten Ord- 
nung von einer solchen Tangente überhaupt nicht mehr geschnitten werden kann. 

37. Wenn die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammenfallen, so 
nimmt die Gleichung der Curve die folgende Form an : 

q^ + 2^, = o. 
Diese Gleichung enthält noch eine überzählige Co-istante, welche darauf kommt, dass die 
gerade Linie P beliebig um den dreifachen Punct sich drehen kann, ohne dass die vorste- 
hende Form sich ändert Die folgende Gleichung schliesst bloss die acht nothwendigen 
Constanten ein: 

q^ + p^i = 0. 
Entwickeln wir, so kommt: 

q' + ep* + yp'q + /«p^q^ + Apq' = o. (2) 

Für Nachbarpuncte sind q^ und ^p^ von derselben Ordnung , und die Parabel : 

q3 4- ^p4 = 0, 

stellt annäherungsweise den Lauf der Curve dar. Die Gleichung (2) ist in Beziehung auf die 
Kleinheit der Glieder geordnet, so dass, in der Nähe des Berührungspunctes , der Lauf der 
Curve mit steigender Ordnung der Annäherung dargestellt wird, wenn wir zu den beiden 
Gliedern in der letzten Gleidiung einmal noch das dritte , dann noch das dritte und vierte 
Glied , aus der Gleichung der Curve hinzunehmen. Die Ordnung der Annäherung der Curve 
an ihre Tangente ist }. 
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SUfSieme von zwei Doppelpuncien. 

38. Wenn eine Cunre itr 4, Ordning swei DoppelptmcCe hat und wir eine Tangente 
des einen Punctes P, eine Tangente des andern Fundes Q und diejenige gerade Linie, wel- 
che die beiden Doppelpuncte verbindet , T nennen, so fallen Fon den vier Durchsdinitten der 
Linie T mit der Curve aswei auf P und awei auf Q, und von den Durchschnitten jeder der 
beiden Tangenten P und Q mit der Curve beidesmal drei auf T xusammen. Und umgekehrt, 
diese Voraussetzungen reichen hin, um ausmidrflckeh , dass auf der geraden Linie T zwei 
Doppelpuncte liegen und dass P und Q Tangenten dieser Doppelpuncte sind. Soll daher 

£, » o 
die Gleichung der Curve vierter Ordnung sein, so muss, wenn wir t=o setzen, die Ftoction 
£i^ sich auf p^q^ reduciren , und wenn wir p^o oder q*=o setzen , nnss t^ sich als Factor 
herausstellen. Diese Fordcrangoi flÜircH unmittelbar zu der • folgenden möglichst allgemei- 
nen Function - Bestimmung : 

Q4 s p2q« + apqtr + ßiH. 
Die so bestimmte Function Si^ enthält zwölf Constante, von welchen 10 auf die 5 linearen 
Functionen kommen , und zwei als unbestimmte CoeMdenten sich darstellen. Diese Anzahl 
von Constanten ist die nothwendige und hinreichende fOr eine Curve vierter Ordnung mit 
zwei Doppelpuncten , weil überhaupt die Bedingung , dass eine Curve eine gewisse Anzahl 
von Doppelpuncten habe, für jeden Doppelpunct die Anzahl der Constanten um eine Binhdt 
vermindert. 

Die Gleichung der Curve Bird hiernach: 

p'q2 ^ ftpqtr + ßi^ = 0, (1) 

und kann, indem wir: 

ar = f<p 4- vp 4- (/«y+<if)t 
setzen, auch unter der nachstehenden Form geschrieben werden: 

I. KP+A'OqC^+^O + t2(/9ts-HFpq) «0. 

In dieser neuen Form treten die b e i d e n Tangenten jedes der beiden Doppelpuncte in Evi- 
denz. Denn, setzen wir nach einander: 

p = o , (p+/«t) s p = 0, q = o, (q+yt) =: q = , (2) 

so versehwindet jedesmal das erste Glied der vorstehenden Gleichung , wahrend im zwdten 
Gliede t^ sich als Factor herausstellt. Es stellen also die beiden ersten Gleichungen (2) die 
beiden Tau^ceuten P und P* des ersten und die beiden letzten Gleichungen (2) die beiden 
Tangenten Q und Q' des zweiten Doppelpunctes dar. 

Es sei: 

^s = Aq + (>p + Tt. 
Wenn alsdann A;=o , so wird in der Form 1. , wenn wir p«o setzen , t^ gemeinschaftlicher 
Factor. Also ist P eine osculirende Tangente. 

Wenn zugleich X=o und aaso , so werden P und P* beide osculirende Tangenten. 

Wenn zugleich X^=o und ^«o , so werden P und Q beide osculirende Tangenten. 

Wenn endlich zugleich A»o , (»=o und a^o , so werden P und P* , Q und Q' alle vier 
osculirende Tangenten. 

Wir erhalten hier also vier untergeordnete Fälle. 1) Von den beiden Zwdgen, welche 
dch in einem Doppelpuncte schndden, hat einer in diesem Puncte einen Wendungs- 
p u n c t Allgemeine Gleichung mit elf Constanten : 

n. P(?+f«t)q(q+ii) + ot^pq + t^Pp+rt) « o. 

S) In einem der beiden Doppelpuncte hat jeder der beiden Zweige eine» Wendungspunct. 
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Allgemeine Gleichung mit sehn Constanten: 

III. p(pH-/«t)q(q+yt) + t'(pp+Tt) «= o. 

3) In jedem der beiden Doppelpuncte hat einer der beiden Zweige eineii Wendungspmict. 
Allgemeine Gleichung mit sehn Constanten: 

IV. p(p+i"0?(q*+-»'0 + at^pq + Tt^ = 0. 

4) In jedem der beiden Doppelpuncte haben beide Zui'eige Wendungspuncte. Allgemeine 
Form mit neun C'Onstanten: 

V. p(p+/ut)q(9+9t) + Tt« = o. 

30. Wenn wir in der Gleichung L /k«o setzen ; so* fiillen die beiden Tangenten P und 
P* des ersten Doppelpunctes in P zusammen und dieser Punct geht in eine Spitse erster 
Art über. Wenn 1^=0, so verwandelt sich der aweite Dirppelpunct in eine solche Spitse. 
Hiernach ergeben sich die nachstehenden vier untergeordneten Falle: 

1) Es hat die Curve eine Spitze erster Art uad einen gewOhsliehen Doppelpunct. Allgemeiae 
Form mit elf Constanten: 

VI. ^ P'q(q4-»i) + i^(ßts+afq) =»* <>• 

2) Einer derjenigen Zweige, welche den Doppelpunct bilden , hat einen Wendungspunct. 
Allgemeine Form mit zehn Constanten: 

VII. P^qCq+^'t) + ol'pq H- V(Qf+Ti) =0. 

3) Es haben beide Zweige in dem Doppelpuncte einen Wendungspunct. Allgemeiae Glei- 
chung mit neun Constanten: 

VIII. p'qCq+i't) + txop+rt) = o. 

4) Es hat die Curve zwei Spitzen erster Art. Allgemeine Form mit zehn Constanten : 

IX. p2q2 4. t2(/Jts4-apq) = o. 

40. Wenn auf jeder der in P zusammenfallenden beiden Tangenten des ersten Doppel- 
punctes in diesem Puncte vier Durchschnitte mit der Curve liegen sollen , wonach zwei 
Zweige der Curve in diesem Puncte sich berähren, so muss s in der Gleichung VL auf eine 
Function von pund t ohne Constante sich reduciren. Hiernach entspricht 1) dem Falle zweier 
sich berührenden Zweige und eines gewöhnlichen Doppelpunctes die folgende allgemeuie Glei- 
chung mit zehn Constanten: 

X. P^qCq+vt) 4- fft^pq + tX^q+^t) = o. 

8) Es kann in dem Doppelpuncte ein Zweig einen Wendungspunct haben. Allgemeiae Form 
mit neun Constanten: 

XI. P^q(q+H) -f at^pq 4- it* = o. 

3) Es können beide Zweige einen Wendungspunct haben. Allgemeine Form mit acht 

Constanten : 

• « 

XII. p'q(q+^0 + Tt* = o. 

4) Es kann die Curve zwei sich berührende Zweige und ausserdem eine Spitze erster Art 
haben. Allgemeine Form mit neun Coustanten: 

XIU. p2q2 4. at^pq + tXAp4-rt) = o. 

Fttr diejenigen Puncte der Curve , welche auf den beiden sich berührenden Zweigen in 
der Nahe des Berührungspuactes liegen , sind p und t- von derselben Ordning, wahrend der 
Werth von q einer endlichen Grösse gleich bleibt. Ordnen wir hiernach die Gleichung X., 
80 kommt : 

j p V-HTiqt^rt* } +pt{ypq+U'j ==0, 
und wenn wir die erste Klammer in zwei Factoren auflösen: 

(pq+Kt2)(pq4-x t') + pK^pq+At^) « 0. 
Die beiden Gleichungen : 
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ff -h Ht^ «0, pq 4- xV «= 0, 

stellen xwti solche Kegel«rkoi(te dar, weldie üe beiden sich berührenden Zweige der Curve 
im BorühnnigsiNnicte dreiponctig osotlim. INeae beiden Zweige and hiernach «ugleich mit 
X und X reell oder imaginAr, je nachdem: 

a^ > 4r oder a^ < 4r. 
Im letstem FaHe werden die beiden sich berührenden Zweige durch einen isolirten Pttnct 
vertreten. Demnach schliesst jede der vier Gleichungen X— XIII. einen zwiefachen Fall ein. 
41« In dem Uebergangs- Falle , wo 

(Ta=r4r, 
hat die Cur^e, sUtt der beiden sich berOhrienden Zweige, eine Spitze zweiter Art. 
Hier sind drei Fülle möglich. 

1) Eb hat die Curve eine Spitze zweiter Art und einen gewöhnlichen Ooppelpunct. Allge- 
meine Gleichung mit neun Constanten: 

XIV. |pq+«t'P + pt(vpq+U2) =0. 

2) Es hat im Doppelpuncte ein Zweig einen Wendungspunct. Allgemeine Form mit acht 
Constanten : 

XV. (pq+^t^)^ + »p2qt =i 0. 

3) Es /hat die Curve eine Spitze zweiter und eine Spitze. erster Art. Allgemeine Form 
mit aeht Conatanlen.: 

XVI. (Pf+Xt2)2 + ;ipt3 es 0. ^ 

42; Ueberall, wo in den bisher aufgezählten Fallen ein Doppelpunct mit zwei gewöhn- 
liehen oder auch mit zwei osculireaden Tangenten vorkommt, können wir denselben auch 
durch einen isolirten Punct ersetzen, wonach zum Beispiel dem Falle I. zwei andere 
coofldinirt sind , 1) dass die Curve einen eigentlichen Doppelpunct und einen isolirten Punct, 
2) dass sie fwei iaelirte Puncto hat Es scheint mir überflüssig, die entsprechenden allgemeinen 
Formen einzeln aufzu8()ellen« Den beiden eben bezeichneten Fallen, auf die wir uns hier be« 
schränken woUen, entsprechen zwei Gleichungen, die wir in der folgenden zusammenfassen 
können : 

(p'+?H')(q'4-rt?) + t2(/Jts+opq) = 0. 
Diese Gleichung hat die gerade notb wendige Anzahl von Constanten, nemlich zwölf; 'die 
Functionen p und q sind dadurch, bestimmt, dass die geraden Linien P und Q diejenigen 
Durchmesser der beiden Doppelpuncte sind , deren zugeordnete *) in der Linie T zusammen- 
fallen. 

43. Aussei den bisher aufgezüUten oder angedeuteten Fallen sind keine andern m(ig. 
licL Der Grund der Unmöglichkeit ergibt sich immer unmittelbar. So können zum Bei- 
spiel , wenn ausserdem die Curve schon einen Doppelpunct hat, zwei sich berührende Zweige 
unter einander keinen dreipunctigen Contact haben. Es lüsst sich nemlich immer ein Kegel- 
schnitt beschreiben, der einen der beiden Zweige in dem Berührungspuncte dreipunctig oscu- 
lirt und durch irgend zwei gegebene Puncte geht Nahmen wir für einen dieser beiden ge- 
gebenen Puncte den zweiten Doppelpunct, Mo würde solch ein Kegelschnitt mit der Curve 
neun Puncte gemein kaben , was unmöglich ist , so lange die Curve sich nicht in ein System 
von zwei Kegelschnitten, von welchen der eben bestimmte einer ist, sich auflöset. Es kann, 
um noch ein zweites Beispiel hervorzuheben, die Curve nicht zwei Spitzen zweiter Art 
haben. Es gibt nemlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Curve in einer der 
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beiden Spitzen so berühren, iliiss in derselben fünf Durchschnittspiincte zusammenfallen. Alle 
solche Keg^elschnitte haben unter einander einen dreipunctlfren Contact und einer deradfeea 
ist auf einzige Weise voUkomnien bestimmt , wenn er ttberdiess noeh eine fqjfebene fclfade 
Linie in einem gegebenen Punct berührt. Nehmen wir aber für diese gerade Linie die Tan« 
gente in der zweiten Spitze und für den Bertthrungspnnct auf ihr diese Spitze selbst , so 
wflrd^ ein so bestimmter Kegelschnitt mit derCurre, was iumidglich ist, neun Foncte. gemein«, 
schaftlich haben. *^ 

Systeme van drei Doppelpuncten. 

4i. Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Dop-pel puncie bat, so' fcdnnen* wir 

durch diese Puncte, paarweise genommen, drei gerade Linien P, Q und T legen. Dannmustf 

in der Gleichung der Curve , wenn wir p verschwinden lassen , q-V , wenn ^ verstehwinflet, 

p-t-, und wenn t verschwindet, p^q^ als Factor hervortreten. Diese Bediiigmgen, wdche 

ihrerseits hinreichend sind, um auszudrücken, dass die Curve drei Doppelpuncte hat, führen 

unmittelbar zu der folgenden Form - Bestimmung : 

p2q2 -|. ^2^2 4. ^q2t2 4. ipqty = p^ ^^y 

Zu derselben Form gelangen wir, wenn wir von det Gleichung L der 28. Niimmer aus- 
gehen und in dieser Gleichung die Constanten so bestimiiien , dass die Curve zu ihren bei« 
den Doppelpuncten noch einen dritten erhält. Zuvörderst wollen wir, zirm ■ Behuf' dieser Be^ 
Stimmung y zwei überzahlige Constanten einführen. Die' folgende Gleichung mit' vierzehn 
Constanten ; 

(p-f-ir«t)(p4-it«'t)(q4-i't)(q4-i''t) + V{ßt94^q) = 0, 
wird zur Form der Gleichung I. zurückgeführt , wenn wir in * derselben (p4-/ut) mit p und 
(q+H) mit q vertauschen , denn bei dieser Vertauschung bleibt die Form des zweiten QlMes 
unverändert P und Q sind nun nicht mehr zwei Tangenten der beiden Dsppdpuncte, «on* 
dern irgend xwei beliebige gerade Linien , welche dureh diese Doppdpuncte gehen ,' so dann 
wir insbesondere auch die Voraussetzung mächen können , dass sie in dem dritten Doppel- 
puncte sich schneiden. Es sei wiederum: 

^s ^ Aq + f p + rt 
Dann kommt, wenn wir in der letzten Gleichung nach einander p und q versdiwindeir lasse«: 

t'{/iiuY4-(>/<'(H-i'')+A]qt + [iiitfW+T]l^| =0, ' • 

t^ I yy p2 + [yp\in^.ft) 4- (>]pt + {ß^iPv'^t]i^ I == ^• 
Wenn in den Durchschnitt von P und ein Doppelpunct der Curve fallen soll , so muss ut 
der ersten dieser beiden Gleichungen q^ und in der zweiten p^ sicii als FacUrfr herausstellen ; 
diess gibt die folgenden drei Bedingungs - Gleichungen : . . i 

A«/*'(»+0 4- A « 0, yir'(;i4.|£') 4. p =^ o, /u/iVv + r « •. • . 

Hiernach ergibt sich: 

and die CHddmii; 4er CuTe wird: 

(p+/.t)(p+/«'t)(q+»t)(q+i''t) + opqt' — f,fi,r't»\^ . q + ^ . j + t( - o, 
oder, wenn wir entwickeln: 

p2q« 4. wyt^ + fifi'qH^ + pqt|(.aV)q+ (H-Op + otj » o. / (2) 

Diese Gleichung hat ganz die Form der Gleichung (1), wenn wir in dieser die lineare 
Function ^u auf folgende Weise auflösen : 

£u s T'q + Jp + at - 
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IHe Tanfeniea-Paare der beiden eitlen Doppelpmicte haben die folgenden Oleidbttngen: 

p + l<t = 0, p + A*'t = 0, 

q H* irt SS o , q + V t = o , 

and in diesen Doppelpuncteu sckneiden sich also zwei reelle Zweige , oder dieselben siad 
isolirte Puncte , je nachdeai einerseits /c und ii , andrerseits v und v reell oder imaginär 
sind. Es sind Spitzen erster Art , wenn einerseits fi und /i' ^ andrerseits v und y^ einander 
gleich sind. Um die vier Constanten der CUeiehung (^) aus den Constanten der Gleichung 
(1) SU bestimmen , ergeben skh , indem wir diese Gleichungen ab identische betrachten , un* 
mittelbar die folgenden, beiden Gleichungen zweiten Grades : 

/*= — yi» + C^ •, 

y2 _ Ji^ 4. ^ ä: O, 

von denen die erste /u und /u' vnd die zuteile v und y zu Wurzeln hat Die Wurzeln bei* 
der Gleichungen können, unabhängig von einander, reell und imaginär und einander gleich 
sein; und hfiemaeh kann also auch von den beiden ersten Doppelpuncten jeder, abgesehen 
von don andern , durch den Durchschnitt zM'eier reellen Zweige gebildet weiden , ein isolir* 
ter Punct sein oder in einer Spitze erster Art bestehen. 

Um die Natur des dritten Doppelpunctes zu erkennen , wollen wir durch denselben eine 
wiUkflhrliche gerade Linie legen , in deren Gleiehung : 

? + «1 = o , 
X einen unbestimmten Coettdenten bezeichnet Eine solche gerade Linie schneidet die Cnrve 
noch jn zwei Puncten, welche durch die folgende Gleichung bestimmt sind: 

«V — *{(/«+i"') — «(H-0}qt 4- jwV — oje + /i/l'jt^ = o. (3) 

Von diesen beiden Puncten fldlt einer in den Durchschnitt von P und Q und die firagliche 
gerade Linie wird demnach Tangente des dritten Doppelpunctes, wenn 

yy z^ — an -^ lifi = o. (4) 

Der dritte Doppelpunct ist ein eigentlicher DoppHpunet oder ein isolirter iVmct, je nach- 
dem die beiden Wurzeln der Gleichung (4), die wir auch folgendergestalt schreiben 
kdnnea: 

^«2 ^ ax + C =« 0, 
reell oder imaginär sind, je nachdem also: 

er« — 4^ > o, oder o^ — 4^? < o. 

Der fragliche Punct ist endlich eine Spitze erster Art, wenn 

45. Wir ziehen aus dem Bisherigen den Schluss, dass die folgenden Fälle, alle zehn, 
möglich sind. 

1) Es hat die Curve drei eigentliche Doppelpuncte , 

2) zwei eigentliche Doppelpuncte und einen isolirten Punct, 

3) einen eigentlichen Doppelpunct und zwei isolirt45 Pilncte, 

4) drei isolirte Puncte, 

5) zwei eigentliche Doppelpuncte und eine Spitze erster Art, 

6) einen eigentlichen Doppelpunct, einen isolirten Punct und eine Spitze erster Art, 

7) zwei isolirte Puncte und eine Spitze erster Art, 

8) einen eigentlichen Doppelpunct und zwei Spitzen erster Art, 

9) einen isolirten Punct und zwei Spitzen erster Art , 
10) drei Spitzen erster Art 

Es hängen die Curvcn der Fälle 1—4 von elf, die Curvea der Fälle A— 7 von zehn, die 
Curven der Fälle 8—9 von neun und die Curve des 10. Falles von acht Cimstanten ab. 
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Zuglddi liegt ilie analytische UnterscheMiuig ÜMtr vwricliiedeaen FiUe fror. So bezieht 
sich mm Beispiel die Gleichung : 

p2p2 4- ^pH^ 4- ?qH' + pqtjyq + Ä + cFtj = o» 
auf den ersten Fall dreier eigentlichen Doppelpuncte , wenn, 

y2 > 4;, i^ > 4», a« > 4^*; 

und auf den vierten Fall dreier isolirten Puncte, wenn 

y^ < 4?, *' < 4*, o« < 4^9. 

In dem sehnten Falle dreier Spitzen ergibt sich die folgende allgemeine Fnrm mit 
den nothwendigen Constanten : 

p2q2 + y^pH^ + fi^qH^ + 2pqt { /<q + vp ± ^*^ } = ©• 
In dieser Gleichung mfissen wir nur das untere Zeichen beibehalten , weil , wenn wir das 
obere Zeichen nehmen, diese Gleichung auch folgendergestalt sich schreiben Ittsst: 

jpq +i^t + /«qtp «a o, 
woraus folgt , dass alsdann ein System zweier zusammenfiillenden Kegelschnitte an die Stelle 
der Curve vierter Ordnung tritt. In dem Falle dreier Spitcen erhalten wir fttr die drei 
Tangenten in diesen die folgenden drei Gleichungen: 

p + M = •> q +* H = o, >'P — i"q « ♦; 

und somit ist der nachstehende Satz bewiesen: 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Spitzen erster Art hat, so 
schneiden sich die Tangenten in diesen Spitzen, alle ^rei in demselben 
Puncte. *) 

46. Dieser letzte Satz steht mit einem allgemeinem, mit dem wir uns in dieser Nummer 
nachträglich beschäftigen wollen , in Beziehung. l¥enn wir nemlich die beiden Wurzeln der 
Gleichung (4) durch n und x bezeichnen , so kommt : 

w'xH = /nfi\ (5y 

und hieraus ist ersichtlich , dass , wenn wir von den dreimal zwei Tangenten der drei Dop- 
pelpuncte : 

p + /«t =s , (A) p + /i't BS , (A') 

q 4- it = o, (B) q + vi « 0, (B') 

p + xq = o, (C) p + K'q « o, (C) 

fünf willkfihrlich annehmen , die sechste dadurch vollkommen bestimmt ist; und zwar er- 
gibt sich hier der folgende Satz : 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei Doppelpuncte hat, so umhül- 
len die sechs Tangenten in diesen Doppelpuncten ein und ^denselben 
Kegelschnitt. 



*) Um diesem Satie seine richtige Stelle anzuweisen, bemerken tvir, dass die Polar -CnrTe einer sol- 
chen Curve der vierten Ordnung, weiche drei Spitzen erster Art hat, nur von der dHtten Ordnung, 
diese Curve selbst also Ton der drillen Cluse ist. Sie ist nicht die allgemeine Curve dieser CUsse, 
weil ihr an den neun nothwendigen Constanten eine fehlt, womit in Uebereinstimmung ist, dafts, 
während eine Curve der dritten Classe, im Allgemeinen, von der sechsten (aber nie von der lunf- 
ten) Ordnung ist, die Curre, im rorliegenden Falle, nur bis zur vierten Ordnung ansteigt.' Dieser 
Particularisation entspricht, dass die Curve ihre sechs imaginären Spitzen verloren und statt dersel- 
ben eine isolirte gerade Linie erhalten hat. Hiernach ist der fragliche Satz durch das Princip der 
Reciprocität mit dem bekannten Satze verknüpft, „dass eine Curve dritter Ordnung im Altgemei- 
Ben drei reelle Wendungspuncte bat, und das« di«se in gerader Uni« liegen.«« System; DriRer 
Abschnitt, $ a 
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ffm diesen SaU m beweisen t reicht es hin^ su seij^en, ilass die drei Diagonalen irgend 
dnes von den sechs Tangenten gebildeten Sechsecks in demselben Puncte sich schneiden. 
Solche drei Diagonalen können wir durch die folgenden drei Symbole näher bestimmen: 

{A,A';B',C}, {A\B;C,C}, }B,B';Cr,A|, 

wobei 2um Beispiel das erste Symbol diejenige gerade Unie anzeigt, welche den Punct (A, A'), 
in welchem die Tangenten A und A' sich schneiden, mit dem Puncto (B', C), in welchem die 
Tangenten B' und C sich schneiden , verbindet. Für diese drei Diagonalen erhalten wir auf 
bekannte Weise und zwar unmittelbar, die nachstehenden drei Gleichungen: 

/it = x'q. •) 
Von diesen drei Gleichungen bedingen swei die dritte und es gehen also die drei bezügli- 
chen geraden Linien durch denselben Punct, weil: 

Der von den sechs Tangenten umhüllte Kegelschnitt, welcher, von Vorne herein betrach>. 
tet , jeder beliebige sein kann , ist characteristisch für die Unterscheidung der verschiedenen 
Natur der drei Ooppelpuncte. Wenn derselbe durch einen dieser drei Doppelpuncte geht, so 
ist dieser eine Spitze erster Art Wenn er durch, z^'ei Doppelpuncte geht, so sind diese 
beiden Spitzen erster Art. In dem Falle, dass er. durch alle drei Doppelpuncte geht, löset 
sich die Curve in ein System zweier mit ihm zusammenfallenden Regelschnitte auL Wenn 
der fragliche Ki^elschnitt einen Doppelpunct umschliesst, so ist dieser ein isolirter Punct; 
liegt der Doppelpunct ausserhalb, so schneiden sich in demselben zwei reelle Zweige der Curve, 
und man erhalt alsdann die Tangenten dieser Zweige im Doppelpuncte, wenn man, von diesem 
aus, die beiden Tangenten an den Kegelschnitt legt. Wenn, in dem Falle dreier eigentlichen 
Doppelpuncte, drei Tangenten derselben in einem einzigen Puncte sich schneiden, so schnei- 
den sich auch die drei übrigen in demselben Puncto, wobei alsdann der Kegelschnitt (Curve 
aweiter Qasse) in ein System von zwei Puncten ausartet. Fallen diese beiden Puncte ins- 
besondere zusammen, so sind die drei Doppelpuncten drei Spitzen erster Art Wenn der 
fragliche Kegelschnitt imaginär ist, sind die Doppelpuncte isolirte Puncte. 

Wenn wir erwägen, dass, wenn von den beiden Tangenten des ersten, zweiten oder 
dritten Doppelpunctes, eine in das, von den drei geraden Linien P, Q und T gebildete Dreieck 
hineintritt , die andere nicht, bezüglich das Product /(ju', vv oder «x negativ ist, sonst immer 
positiv , so führt uns die Gleichung (5) auch zu folgendem Resultate : 

In das von den drei Doppelpuncten einer Curve vierter Ordnung ge- 
bildete Dreieck tritt entweder keine Tangente der Curve in einem die- 



*) Die erste der Torstebenden Gleichungen: 

p Ä JCKt, 

ist, ihrer Form nach, die allgemeine einer geraden Linie, welche durch den Durchschnitt der Li- 
nien A und A' geht; aberdiess ergibt sie sich aus den Gleichungen F und C, -wenn wir «wischen 
denselben die Function q ellminiren , und stellt also diejenige , vollkoramen bestimmte, gerade Li- 
nie dar, welche auch noch durch den Durchschnitt der beiden , durch diese Gleichungen darge- 
stellten , geraden Linien geht Gans ebenso sind die beiden übrigen Gleichungen gebildet worden, 
üeber diese Art der Beweisführung findet man ausführlichere Auskunft in den ersten derje- 
nigen kleinem Abhandlungen, velcbe von mir, unter dem Titel analytisch geometrische 
Aphorismen, in dem 10. und 11. Bande des ron Herrn Grelle herausgegebeneu Journals der 
Mathematik erschienen sind. 
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ser DoppelpuncCe, oder es tritt in dasselbe eine gerade A'ntfalil dieser 
Tangenten hinein. 

47. Es bleibt uns jeüst nur noch übrig, diejenigen Vdle zu unterseheiden , in weldien 
eine oder mehrere Tangenten der Curve in den Doppelpuncten osculirende sind. 

Wenn allein die eine Tangente des eirsten Doppelpunctes: 

p + iwt = o, 
eine osculirende sein soll, und nir demnach vnraussetsen , dass fx und fi reell 
und verschieden sind, so erhalten irir aus der Gleichung (2) die folgende Bedingnngs- 
Gleichung : 

a 4- ^i(y-\-v) = o. (6) 

Es kann hierbei der zweite Doppelpunct von jeder Art sein und insbesondere auch, wenn 
v^v\ in eine Spitze übergehen. Soll auch der drjitte Doppelpunct eine Spitze bilden , so er- 
gibt sich die neue Bedingung : 

a^ = 4ftf.ivv\ 
welche , verbunden mit der Gleichung (6) , die folgende gibt : 

fi(y+vy =z 4fiw\ 
Da keiner der vier Coefficienten //, fi\ v nnd v\ ohne dass die Curve ausartet, weder ver. 
schwinden noch unendlich werden darf, so ist die letzte Bedingung dann nicht zu erfliilen, 
wenn i4-y'=o und folglich auch a=o. Dieser Fall gehört in die folgende Nummer. Da fer- 
ner auch .a und /t' verschieden sind, so kann auch nicht v^v sein. Also kann der dritte 
Doppelpunct nicht mit dem zweiten zugleich in eine Spitze übergehen , wenn der erste Dop- 
pelpunct eine osculirende Tangente hat Hiemach ergibt sich eine Unterart nur in den Pttllen 
1, 2, 3, 5 und 6 der 45. Nummer. 

48. Wenn die beiden Tangenten des ersten Doppelpunctes beide osculirende sein sol- 
len , so kommt : 

a + /«'(v+O =0, o + /i(>M-v') «= o, 

Bedingungs - Gleichungen , welche auch durch die folgenden beiden ersetzt werdoi können : 

a = o , y 4- y = o. 

In diesem Falle kann , nach der vorigen Nummer , die Curve keine Spitze haben. Die ^- 
ste der vorstehenden beiden Gleichungen bringt, nach der Gleichung (4), die folgende 
mit sich: 

Wenn also die beiden (reellen oder imaginären) Tangenten des ersten Doppelpunctes oscu- 
lirende sind , so bilden die Tangenten des zweiten mit den Seiten Q und T , und die Tan- 
genten des dritten mit den Seiten F nnd Q, Systeme von vier Harmonicaien. 

Hiernach ergibt sich , insofern ein eigentlicher Doppelpunct zwei osculirende Tangenten 
hat, eine Unterart in den Fallen 1, 2 und 3, und, wenn es ein isolirter Funct ist, dessen 
Tangenten osculirende sind, eine Unterart in den Fällen 2, 3 und 4. 

4a Wenn eine Tangente des ersten und eine Tangente des zweiten 
Doppelpunctes osculirende sind, so kommt: 

a 4- /«'(y+v) = 0, a 4- y (/«•♦• Ai') = o, 

nnd hieraus folgt: 

V V 

Aus der Verbindung der Gleichungen der beiden osculirenden Tangenten : 

p + /a= o, q + yt = o, 

ergibt sich die folgende: 
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und aus den Gleichungen der beiden nic^t oscülirenden Tan{i;enten :. 



Da die leisten iieiden Olciehnnfen identisck aind, f dangen wir zo dem folgenden Reanltate. 

Wenn jeder von swei der drei DoppelpnU'Cte einer Cnrve vierter 
Ordnung eine oscQlirende Tangente hat« so liegt der Durchschnitt der 
beiden osciilirenden Tangenten un4 der Durobschnitt der beiden nicht 
oscülirenden Tangenten mit dem dritten Doppelpnncte in gerader Linie. 

Der dritte Doppelpund kann von jeder Art und insbesondere auch eine Spitze ^leiji; 
denn die obigen beiden BedlAgnngs - Gleichungen sind mit der folgenden : 

ff2 aas 4flpiVP , * 

nicht im Widerspruche. Es ergibt sich hiemach eine Unterart in den Fällen J, 8 und 5. 

50. Wenn endlich die beiden Tangenten des ersten und zugleich eine Tangente des 
zweiten Doppeipunctes osculirende sind, so Itonunt: 

IT — O, ft 4- fi' s o, > ■<• V c= o, «+**=•, 

oder, gleichbedeutend hiemiit: 

' a-s*: 0, d « o, y « o. 

Es ist,, schon ans der Symmetrie dieser Bedingungs- Gleichungen in Beziehung auf die drei 
linearen Punrtionen p, q und t, klar, dass alsdann die Tangenten der drei Dop- 
p'elpuncte'alle sechs oseulirende sind. 

Wenn die Wertlienpaare fi und fi , v und V beide reell oder auch beide imaginlir sind, 
so ist: 

der dritte Doppelpunct also ein isolirtei^ Wenn hiemach unter den drei Doppelpnncten mit 
oscülirenden Tangenten zwei eigentliche Doppdpnncte sich befinden , so ist der dritte noth- 
1f endig ein isolirter Punct ; wenn zwei Pnncte isolirte sind , so sind alle drei isolirte. An* 
dere Fälle, als diese beiden gibt es nidit« Somit eine Unterart in den Fällen 2 und 4. 

Die Gleichung der Curve , welche hier nur noch acht Constante behalten hat , ist die 
folgende : 

p^q» 4- -^V -f CqH^ « o. (7) 

Diese Form ist, so lange die Ciirve drei gegebene Pnncte zu Doppelpuncten haben soU^ kei* 
ner htrtlculafisaüon mehr IMig. ' Alle verschiedenen Fälle sind in dem Vorstehenden er- 
schöpft. D4 bei dem Uebergange von der allgemeinen Gleichung (1) zu der Oleichnng (7) 
die Anzahl der Constanten sieh ifnr um drei, von elf aufmacht, vermindert hat^ so gibt es 
«wischen dete von zehn Colistanten abhängenden Falle , dass eine der sechs Tangenten eine 
osculirende ist (4f); und dem FaHe, dass alle sechs oscnliredk sind, nur einen Uebergange- 
Fan mit neun Colistanten , denjenigen nemlich , dass zwei Tangenten osculirende sind, sei es 
nun, dass diebe beiden Tangenten demselben Doppdpnncte (48) oder zwei venschiedenen 
Doppelpuncten (49) angehären. Insbesondere ist es nicht möglich, dass jeder der ^i Dop* 
pelpuncte eine osculirende und eine gewähnliche Tangente hat ; denn das Vorhandensein ven 
Sioss nwei oshilirenden Tingenten redncirt die Constanten-Anzahl schon auf neun nnd das 
Vnrhandensein der dritten fordert dne Rednction auf acht, welche aber schon hinreichend 
i^ filr den Fall (der den fraglichen einschHessen mOsste) , dass alle sechs Tangenten oscu- 
lirende -bind/ ~ ^ 



« 
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§.3. 

ITeber die nratar der «biffiailren Pnncte und singitlKren ^rade« I^talelftf vnd 

ttber die Art IHrer fintoteliuiiir« 

51. Wir könneo uns eine Curve auf zwei verschiedene Arten, zwischen welchen eine 
vollständige Analogie Statt findet, beschriebeii deaken und sie demgeoittss auth auf zwiefa- 
che Art anal^rtisch darstellen. Bei der ersten Bestimniiingaweise denken wir uns dieselbe 
durch einen sich bewegenden Punct beschrieben, bei der zweiten durdi eine sich bewegende 
gerade Linie umhüllt. In dem ersten Falle bleibt der. beschreibende Punct (der hier keines- 
wegs als • ein verschwindendes Oval anzusehen ist) derselbe, wenn wir jbn um aich seihst 
drehen; es kann, bei einem einzelnen Puncte, von einer bestimmten Richtung keine Rede 
sein ; denn alle , durch denselben gehenden, geraden Linien stehen zu ihm in gleicher Bezie- 
hung. In dem zweiten Falle bleibt die umhüllende gerade Linie unverändert dieselbe, wenn 
wir sie »ach ihrer Richtung beliebig fortrücken; es kann von einer absoluten Lage dersel- 
ben keine Rede sein , denn ihre Puncte sind von einander auf keine Weise unterschieden. 
Erst wenn der beschreibende Punct fortrückt, wird eine Richtung bestimmt; diejenige Ricb«> 
tung, welche einem unendlich kleinen Fortrücken entspricht, bestimmt die Tangenten der be- 
schriebenen Curve. Erst wenn die umhüllende gerade Linie ihre Lage ändert, wird ein 
Punct bestimmt, weil eine solche Lagen- Aendemug als eine Drehung um einen bestimmten 
Punct angesehen werden kann; einer unendlich kleinen Dreliung der umhüllenden geraden 
Linie entsprechen die Puncte der umhüllten Curve, Wir können . hiernach bei einem ohne 
Singularitäten fortschreitenden Curven-Zweige, einem elliptischen oder hyperbolischen Bogen 
zum Beispiel, die zwiefadie Bestimmungsweise v^einigen : denn ein solcher Zweig wird zu- 
gleich von seinen Tangenten umhüllt und von den Berührungspuncten auf denselben beschrie« 
ben. Und hiermit gewinnen wir die folgende Anschauung von der allgemeinen Entstehung 
einer Curve: 

Wenn auf einer geraden Linie ein Punct coniiauirlich fortrückt, 
während die gerade Linie selbst um diesen Punct sich eontiAuirlicli 
dreht, wird ein und dieselbe Curve von jener gerad.en Linie umhüllt und 
von diesem Puncte beschrieben. 
Fig. 1, 1. Wenn das sich Drehen der geraden Linie und das Fortrücken des Punctes discontinuir- 
lick ist , so wird die Curve durch ein Polygon vertreten. Hierbei denken wir uns also eine 
gerade Linie AA und auf ilerselben einen Punct a , um welchen diese gerade Linie sich um, 
einen endlichen Winkel m dreht , so dass sie , nach der Drehung , die Lage. A'A' einnimmt. 
Auf A'A' rückt der Punct a nach a fort und dann dreht sich die gerade Linie A'A um den 
Pnnct' a , und fkllt, nachdem sie den Wickel oi beschriebe« hat , in A"A" ; wopach der be- 
schreibende Punct auf der geraden Linie A^A" von a nadi o' fortrückt; dann dreh t.sic|i die 
gerade Linie A'A" um den Punct a\ und fällt, nachdem sie den Winkd oi" beschrieben 
hat, in A^'A", wonach der beschreibende Punct von a nach u" üNrtrückt, und so weiter. 

5SL Wir können die geometrischen Betrachtungen der vinngeii Nummer leidit auf den 
analytischen Standpunct übertragen. Wenn wir eine uraprüngliche Lage der umhüllenden 
geraden Linie, und des beschreibenden Punctes anl ibr^ aAnefameo, (eine Annahme, wddie 
voll drei Constanten abhängt,) so bestimmen wir dadurch die Lage der Curve. Nennen 
wir Memaeh den veränderlichen Winkel, nelchen die umhüllende gerade Link, in ihren sne- 
cesstven Lagen mit jener ursprünglichen Richtung bildet, jf, nnd den.We|;, welchen der be- 
schreibende Punct auf ihr zurückgelegt hat, a: so wird die Natur der Curve durdi 
^ine Gleichung zwischen x und a ausgedrückt Diese Gleichung sä : 
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* = VW. (1) 

ist offenbar, dass a die LAoge des Bogens der beschriebenen Curve darstellt 
Wenn wir den Krttnunungshalbmesser in den verschiedenen Puneten der Curve q nennen, 

so hat man bekanntiieh^ == q. Differentiiren. wir hiernach die vorstehende Gleichung, und 

setsen , -der Kttne halber : 

'da 
so ergibt sich: 

Q = V(0 , (2) 

wonach die Curve, unabhängig von ihrer Lage, durch eine Gleidiung zwischen der Länge 
des Bogens und dem Kninunungshalbmesser ausgedrückt wird. Gbenso können wir auch 
die Curve durch eine Gleichung zwischen q und x ausdrücken ; wir brauchen zu diesem Ende 
nur a zwischen den beiden Gleichungen (1) und (2) zu eliminiren. 

53. Wenn wir eine Curve, wie gewöhnlich, durch eine Gleichung zwischen linearen 
Punct • Coordinaten darstellen , so denken wir uns dieselbe durch die Bewegung eines Punctes 
besehrieben und können dabei auf die umhüllende gerade Linie unmittelbar keine Rücksicht 
nehmen. Wenn wir andrerseits die Curve durch eine Gleichung zwischen linearen Linien- 
Coordinaten darstellen , so denken wir uns dieselbe durch die Bewegung einer geraden Linie 
umhüllt und können dabei auf den beschreibenden Punct unmittelbar keine Rücksicht 
nehmen. *) 

Wenn man auf dem Umfange einer Curve einen Punct beliebig annimmt, so gibt es, im 
Allgemeinen, eine einzige Tangente der Curve in diesem Puncte, und diese Tangente schneidet 
die Curve so, dass von den Durchschnitten zwei in dem angenommenen Puncte zusammenfallen. 
Und ebenso, wenn man eine Tangente der Curve beliebig annimmt, so gibt es auf dieser Tan- 
gente, im Allgemeinen , einen einzigen Berührungspunct und von den Tangenten der Curve, 
welche durch diesen Punct gehen, fallen zwei in die angenommene Tangente zusammen. Aber 
hier hört die vollständige Uebereinstimmung in Beziehung auf die zwiefache Entstehungsweise 
der Curven auf. Denn es gibt keine Curve, die durch eine Gleichung von einem höhern Grade 
zwischen Punct- Coordinaten dargestellt wird, von der Beschaffenheit, dass man nicht: 

1) eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären Puneten auf ihrem Umfange so 
auswählen kann , dass auf der Tangente in einem solchen Puncte drei Durchschnitte zusam- 
menfallen; 

2) dass nicht eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären geraden Linien zwei 
(reelle oder imaginäre) Zweige der Curve zugleich berühren. 

Und es gibt andrerseits keine Curve , Bleiche durch eine Gleichung eines hohem Grades 
zwischen Linien - Coordinaten dargestellt wird , von der Art , dass man nicht : 

1) eine gewisse Anzahl von reellen oder imaginären Tangenten so auswählen kann, 
dass von den Tangenten , welche von dem Berührungspuucte aus an die Curve sich legen 
lassen, drei in eiue so ausgewählte zusammenfallen; 

2) dass nicht durch denselben reellen oder imaginären Punct zwei verschiedene, ent- 
weder reelle oder imaginäre, Zweige der Curve gehen. 

Mit andern Worten also , es hat eine algebraische Curve , vorausgesetzt , dass sie von 
einer hohem Ordnung als der zweiten ist, im Allgemeinen entweder Wendungspuncte 
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(Rttckkelir-Tangenten) und Doppeltangenteo, oder Rttckkehrpuncte (Wendungs- 
Tangeuten) und Doppelpuncte. Nur in untergeordnefen' Fällen •findet Beide» zugleich 

Statt. 

Diese Betrachtungen führen zu der nicht unwichtigen Bemerkung j dass wir einseitig 

verfahren , wenn wir für die allgemeinen algebraischen Curven diejenigen nehmen , welche, 

wenn p und q beliebige lineare Pnnct - Coordinaten (gewöhnliehe Parallel - Coordinaten, 

wenn wir wollen) bedeuten, und 9 die allgemeine algebraische Function bezeichnet, durch 

die Gleichung: 

dargestellt werden. Denn warum soll eine Curve im Allgemeinen Doppel tan gen ten und 
keine Doppelpuncte, warum soll sie Rückkehr tan gen ten und keine RQckkehrpuncte 
haben ? Alles dreht sich um , wenn wir in der vorstehenden Gleichung die Punct-Coordlnä« 
ten mit Linien - Coordinaten vertauschen. Und überdiess , zwei reciproke Curven habien, 
eben weil ihre Beziehung zu einander eine ganz gegenseitige ist, und beide von einer glei* 
chen Anzahl von Constanten abhängen, gleichen Anspruch auf Allgemeinheit. Warum sollen 
wir als NormaUCurven diejenigen betrachten, welche Doppeltangenten und Rückkehrtangen- 
ten haben, vorzugsweise von ihren reciproken Curven mit Doppelpuncten und Rückkehrpun- 
cten? Was fUr jene das Allgemeine ist, ist für diese ein Singuläres, und, umgekehrt, was 
für jene ein Singuläres ist , ist für diese das Allgemeine* 

54. Wenn eine vorliegende Curve eine Doppeltangente hat, so ist diess nicht als eine 
Singularität zu betrachten , sobald wir uns die Curve durch einen Punct beschrieben denken ; 
eben so wenig kann es für eine Singularität gelten, wenn eine vorliegende Curve einen Dop- 
pelpunct hat, sobald wir uns die Curve durch die Bewegung einer geraden Linie umhüllt 
denken. Eine Doppeltangente ist indess eine Singularität in der zweiten, ein Doppelpunct 
eine Singularität in der ersten Entstehnngsweise. In dem erstgenannten Falle fallen zwei 
Lagen der umhüllenden geraden Linie, in dem andern Falle zwei Lagen des beschreibenden 
Punctes zusammen ; wodurch eine Particularisation bedingt wird. Wenn wir aber die Curve 
in ihrer Entstehung betrachten , so sind weder bei der ersten , noch bei der zweiten Er- 
zeugungsweise Doppelpuncte und Doppeltangenten als Singularitäten anzusehen, denn , ob 
später der beschreibende Punct oder die umhüllende gerade Linie eine frühere Lage von 
Neuem einnimmt, kann dann nicht in Betracht kommen. Hiemach beziehen sich die Singu- 
laritäten im engern Sinne auf einen einzelnen Zweig, und diese wollen wir in die- 
sem Paragraphen näher ins Auge fassen. 

55. Nach der Anschauungsweise der 51. Nummer dreht sich die umhüllende gerade 
Linie, während zugleich der beschreibende Punct sich fortbewegt Es lann hiemach er- 
stens in der Fortbewegung des Punctes eine Singularität eintreten; es kann diess zwei- 
tens in der Drehung der geraden Linie geschehen und endlich kann drittens Beides zu- 
gleich Statt finden. Diesem entsprechend erhalten wir drei Arten von Singularitäten in dem 
Laufe, der entstehenden Curven. 

1) Es kann der beschreibende Punct in seiner continuirlichen Bewegung eine Gränz- 
Lage erreichen und dann, was der gewöhnliche Fall ist, nach entgegengesetzter Richtun^c 
sich fortbewegen. Bietet alsdann die Bewegung der umhüllenden geraden Linie gleichzeitige 
keine Singularität dar, so erhält die entstehende Corvo einen Rückkehrpunct (eine 
Spitze) erster Art Die umhüllende gerade Linie tritt hierbei, indem sie fortfährt, conti- 
nuirlich sich zu drehen , auf die entgegengesetzte Seite des Rückkehrpunctes hinüber. 

2) Es kann die undhüUende gerade Linie bei ihrer continuirlichen Drehung eine Gränz- 
Lage erreichen und dann, was der gewöhnliche Fall ist, in entgegengesetztem Sinne sich 
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jRi drehen fort&hren. Bietet alsdann das Fortrücken des beschreibenden Punctes keine Sin- 
gniaritat dar, so criialt die enUtehende Curve eine Rttckkehrtancente. Der bescbrei- 
fcf nde Pnnet wendet sidi^ hierbei anf die entg^engesetite Seite der RttdÜLehrtangente und 
wird ein Wendvngspbnct der Curve. 

3) Wenn sugleicb die nmUlllende gerade Linie in ihrer Drehung und der begehreibende 
Punct in seinem Fortrücken eine Gränx-Lage erreichen und dann, was der gewöhnliche Fall 
ist, beide in entgegengesetotem Sinne sich weiter bewegen, so erhalt die Curve eine Spitze 
zweiter Art 

66. Wir wollen wiederum, um die vorstehenden Betrachtungen anschaulicher zu machen 
und jni ergansen, die Curve durch ein Polygon ersetzen. 

In der Figur II, 1. ist die das Polygon umhüllende gerade Linie von der Lage AAq zu Fig- li, i. 
der Lage A'Ao fortgerückt, indem sie immer in demselben Sinne sich gedreht hat, so dass 
die Brstreckung von A nach Ao der Erstreckung von A' nach A^o entspricht. Der beschrei- 
bende Punct aber ist, indem er nach einander die Lagen a«, u^, a\ und a angenommen hat« 
auf der umhüllenden geraden Linie von A nach Ao fortgerückt, hat in a die Richtung seiner 
Bewegung umgekehrt und dann nach einander, von Ao nach A fortrückend, die Lagen a^, 
o^, a^ eingenommen. Wenn die Bewegung des Punctes in eine conünuirliche übergeht, so 
geht die Geschwindigkeit desselben , indem er die Richtung seiner Bewegung umkehrt, durch 
Null hindurch. Hiernach nehmen die Elementar-Seiten des Polygons o^tt,, a^cci, aia bis zum 
Puncto a immer mehr ab. In diesem Puncto verschwindet ihre Lauge gegen die Länge der 
frühem Seiten, lieber diesen Punct hinaus wächst ihre Länge wieder. Da während dessen 
die Aenderung der Richtung der Polygon-Seiten mit den frühern Aenderungen derselben im- 
mer vergleichbar bleibt , so ist klar , dass der Krümmungshalbmesser in dem Puncto a , der 
eine Spitze erster Art wird, verschwindet. 

Wenn die umhüllende gerade Linie, wie in dem eben betrachteten Falle, immer indem- Fig. in,!. 
selben Sinne von der Lage AA» nach der Lage A'A o sich fortbewegt und der beschreibende 
Punct, auf ihr nach derselben Richtung fortrückend, nach einander die Lagen «s, a,, «i, «o 
einnimmt, dann seine Richtung umkehrend die Polygon- Seite a^/A^ durchläuft, in ao seine 
Richtung wiederum umkehrt, und in demselben Sinne als ursprünglich fortrückend, nach 
einander die Lagen «S a^, a^ einnimmt, so entsteht die Polygon -Form der Figur III, 1. 
Geht die Bewegung in eine continnirliche über, so werden die an cio«" anstossenden Elemen- 
tar-Seiten des Polygons unendlich kleine Grüssen der zweiten Ordnung. Der Krümmungs- 
halbmesser wird dadurch ein unendlich Kleines derselben Ordnung. Die Zuckung des be- 
schreibenden Punctes ist unendlich klein und , indem ihre Spur dem Auge entgeht , verwan- 
delt sich das Polygon in einen nach demselben Sinne gekrümmten Bogen einer Curve. 

Aendert der beschreibende Punct dreimal nach einander die Richtung seines Fortrückens, 
während die umhüllende gerade Linie continuirlich sich dreht, so entsteht, indem der Punct 
zuletzt die, der ursprünglichen entgegengesetzte, Richtung behält, ein Polygon, welches , zu 
beiden Seiten der entspredienden Singularität, die convexen Seiten einander zukehrt. Wird 
die Bewegung des Punctes eine continnirliche , m werden die Elementar-Seiten des Polygons 
unendlich kleine Grüssen der dritten Ordnung. Von derselben Ordnung ist alsdann der Krüm- 
mungshalbmesser. Die Curve, in welche alsdann das Polygon übergeht, bildet, indem von 
den Zuckungen des beschreibenden Punctes für das Auge jede Spur verschwindet, eine 
Spitze erster Art. 

Ueberhaupt entsteht, wenn die umhüllende gerade Linie immer in demsel- 
ben Sinne sich fortdreht, während der beschreibende Punct n Mal nach einander 
seine Bewegung ändert, eia Polygon, dessen Zweige vor und nach der Singularität entweder 
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ihre beiden concaven oder ihre beiden oonvexen Seiten einander zukehren, je nachdem 
n entweder eine gerale oder ungerade Zahl bedeutet Diesem entspricht, wenn die Bewe- 
gung eine continuirliche wird , eine Curve , die einen singulären Punct hat, in welchem der 
Krümmungshalbmesser ein unendlich Kleines von der fi. Ordnung ist Die Cnrve bietet in 
dem ersten Falle dem Auge keine Singularität dar, während sie, in dem zweiten Falle, eine 
Spitze erster Art bildet 
Fig* h 2. 57. Wenn der beschreibende Punct auf der umhüllenden geraden Linie immer nach 
derselben Richtung fortrückt, diese gerade Linie aber von der ursprünglichen Lage A^A, bis 
zur Lage AA in demselben Sinne, dann aber von AA bis A'A' in entgegengesetztem Sinne 
sich dreht , so erhalten wir die Polygon-Form der Figur (1, 2.). Wird die Bewegung eine 
continuirliche, so geht die Grösse der Drehung, indem diese ihren Sinn ändert, durch Null 
hindurch; während die Elementar-Seiten der Curve mit den frühern und spätem vergleich- 
bar bleiben , werden an AA die Contingenz- Winkel to gegen die frühern und spätem unend- 
lich klein. Es wird der Krümmungshalbmesser unendlich gross. AA wird eine Rückkehr- 
tangente, der Bertthrangspunct auf ihr ein Wendungspunct der Curve. 
Fig. 1, 3. Wenn die umhüllende gerade Linie zweimal nacheinander den Sinn ihrer Drehung än- 
dert, in AqAo und A^A^, so erhalten wir die Polygon-Form der Figur (I, S.)» wobei die bei- 
den Polygon - Zweige vor und nach der Singularität ihre concaven Seiten einander zukeh- 
ren , wie wenn keine Singularität vorhanden wäre. Wird die Bewegung eine continuirliclie, 
so wird der Contingenz- Winkel auf der singulären geraden Linie ein unendlich Kleines der 
dritten Ordnung, mithin der Krümmungshalbmesser ein unendlich Grosses der zweiten Ord- 
nung. Weil die Oscillationen der umhüllenden geraden Linie unendlich klein werden, ver- 
liert das Auge die Spur der Singularität 

Aendert die umhüllende gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehung, 
während der beschreibende Punct continuirlich fortrückt , so ist vor und nach der Singulari- 
tät der Sinn der Drehung entgegengesetzt Wird die Bewegung eine continuirliche, so er- 
hält die entstehende Curve einen Wendungspunct und in demselben ist der Krümmungshalb, 
messer ein unendlich Grosses der dritten Ordnung. 

Ueberhaupt entsteht, wenn der beschreibende Punct auf der umhüllenden 
geraden Linie immer nach derselben Richtung sich fortbewegt, während 
diese ft Mal nach einander den Sinn ihrer Drehung ändert, ein Polygon, dessen Zweige vor 
und nach der Singularität entweder in demselben oder in entgegengesetztem Sinne gekehrt sind, 
je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl bedeutet Geht das Polygon in eine Curve 
über, so hat diese eine singulare gerade Linie, auf welcher der Krümmungshalbmesser ein 
iinendlich Grosses der n. Ordnung ist Die Curve bietet entweder dem Auge keine Singula. 
rität dar , oder sie hat einen Wendungspunct, je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl 
bedeutet 
Fig. II, 2« 58. Wenn die umhüllende gerade Linie, von ihrer ursprünglichen Lage A,A, aus, nach 
A'A^ fortrückend, indem sie die Lage AA einnimmt, den Sinn ihrer Drehung ändert, wäh^ 
rend zugleich der beschreibende Punct von a^ bis a nach derselben Richtung fortrückt, dann jn 
a auf AA seine Richtung ändert, und endlich nach entgegengesetzter Richtung fortrückt: so 
entsteht ein Polygon (Fig. 11,2.), das zwei solche Zweige hat, die in o, wo sie zusammen- 
stossen, die convexen Seiten einander zukehren. Wird die Bewegung eine continuirliche, 
so werden die Elementar -Seiten sowohl als die Contingenz- Winkel unendlich kleine Grüssen 
der zweiten Ordnung, bleiben dabei aber mit einander gegenseitig vergleichbar. Folglich 
ist der Krümmungs-Halbmesser endlich. Die Curve bildet eine Spitze zweiter Art 

Wenn die umhüllende gerade Linie dreimal nach einander den Sinn ihrer Drehung und 
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i^gleick der beschreibende Punct dreimal nach einander die Richtong seines Fortschreitens ändert, 
so entsteht eine ahnliche Polygon - Form. Wie vorhin , behalt die entsprechende Curve einen 
endlichen Krflmmungshalbmesser, weil die Elementar - Seiten und Contingenz- Winkel, als 
unendlich kleine Grössen der dritten Ordnung, unter einander vergleichbar bleiben. Sie hat 
niedenn eine Spitze zweiter Art 

Wenn die umhtlllende gerade Linie dreimal nadi einander den Sinn ihrer Drehung undpis ni4 l\\% 

zugleich der beschreibende Punct einmal die Richtung seines Fortschreitens ändert, so ent- 
stdit die Polygon-Form der Figur (II, 4.) ; ändert jene den Sinn ihrer Drehung einmal , wah- 
rend dieser dreimal auf seinem Wege umkehrt, so entsteht die Polygon -Form der Figur 
(IV, 2.). In beiden Fallen hat die Curve eine Spitze zweiter Art, mit dem Unterschiede je- 
doch, dass einmal der Krümmungshalbmesser unendlich gross, das andere Mal unendlich 
klein ist. 

59. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinen Falle, dass zugleich eine (m— l)malige 
Drehungs-Aendemng der umhüllenden geraden Linie und eine (n— l)malige ümkehrung in 
der Bewegung des beschreibenden Punctes Statt findet Wir gelangen alsdann leicht zu der 
nachstehenden vierfachen Unterscheidung: 

1) Wenn m und n beide ungerade Zahlen bedeuten, so verbirgt sich die Sin- 
gularität dem Auge. 

2) Wenn m eine ungerade und n eine gerade Zahl bedeutet, so bildet die Curve eine 
Spitze erster Art 

3) Wenn m eine gerade und n eine ungerade Zahl bedeutet, so hat die Curve eine 
Wendung. 

4) Wenn m und n beide gerade Zahlen bedeuten, so bildet die Curve eine Spitze 
zweiter Art 

In allen diesen Fällen ist der Krflmmungshalbmesser der Curve in dem fraglichen Pun- 
cte unendlich gross oder unendlich klein , je nachdem m grösser oder kleiner ^Is n ist 

60. Wir wollen die In der vorigen Nummer betrachteten Singularitäten als Singula- 
ritäten der Ji. Ordnung und der m. Classe bezeichnen, so dass, wenn n=^lj das 
Singulare in der Bewegung des beschreibenden Punctes und , wenn m=l , das Singulare in 
der Bewegung der umhüllenden geraden Linie wegfällt Die Singularität ist eine maskirte, 
wenn m und nungerade Zahlen bedeuten. Jede Spitze erster Art ist eine Singularität 
von gerader Ordnung und ungerader Classe. Jede Wendung der Curve ist eine Singula- 
rität von ungerader Ordnung und gerader Classe. Jede Spitze zweiter Art ist eine 
Singularität von gerader Ordnung und gerader Classe. In allen diesen Fällen ist der Krüm- 
inungshalbmesser unendlich gross oder unendlich klein , je nachdem die Classe oder die Ord- 
nung der Singularität eine höhere ist 

61. Um die letzten Entwicklungen analytisch darzustellen , wollen wir den Begriff der 
Zeit einführen und diese durch r bezeichnen. Alsdann erhalten wir , um die fortsclu-eitende 
Bewegung des Punctes auszudrücken, eine Gleichung von der Form: 

a = (D(T) , 

und um die Drehung der geraden Linie auszudrücken, eine Gleichung von der Form: 

Differeutiiren wir die vorstehenden beiden Gleichungen, so kommt: 



n = *«. E - »■<"■ 



mithin: 
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*^ d« ""reo* 

Also, in Worten ausgerückt: 

Der Krümmungshalbmesser einer Curve ist gleiek dem Quotienten, 
den man erhält, wenn man die Geschwindigkeit »des • beschreibenden 
Punctes durch die Winkel-Geschwindigkeit der umhüllenden geraden 
Linie dividirt ... / 

Wir können r als unabhängige veränderliche Ghrässe und demnach dr als constant be- 
trachten. Wenn dann für irgend einen Werth von r einer der beiden Differential - Quo- 

tienten -p und -j- verschwindet, oder wenn beide zugleich verschwinden, so erhält die Curve 

eine Singularität Wenn , filr den besondem Werth von t , die ersten nicht verschwinden- 
den Differential -Quotienten der beiden Functionen a und x die folgenden beiden sind : 

d»<f , d"cF 
:r7und j— , 
dl* dl"* • 

so ist die fragliche Singularität von der n. Ordnung und der m. Classe, und also, in Ueber- 

einstimmung mit der 59. Nummer, q so lange unendlich gross oder unendlich klein, als 

nicht n— m. In diesem Falle ergibt sich £ttr ^ der endliche Werth: 

dn(I>(T) 

dr« 



d^VizY 



dr" 
Wenn m > n, so ist p in Beziehung auf r unendlich gross und von der Ordnung im—n)* 

In Beziehung auf a beträgt diese Ordnung daher . Wenn hingegen R>m so ist g, in 



Beziehung auf a , ein unendlich Kleines von der Ordnung *. ^) 



*) In zwei verschieilenen Schriften, die gleichzeitig und tinabhäogig von einander erschienen sind, ist 
die Entstehung und analytische Darstellung der Curven auf eine Art betrachtet worden, die mit 
der im Texte entwickelten Anschauungsweise im Wesentlichen übereinstimmt. 

Neue Curvenlehre. Grundzuge einer Umgestaltung der hohem Geometrie durch ihre ur- 
sprungliche analytische Methode. Von Adolf Peters. 1835. • • 

Novae theoriae linearum curvarum originariae et vere scienlificae tpeciroina quinque prima. 
Auct. C. C. F. Krause. Edidit Schröder. 1S35. 

Der vorstehende Paragraph ist unabhängig von diesen beiden Schriften niedergeschrieben wor- 
den; nur in die erste derselben habe ich, in Folge einer zufälligen gütigen Mittheilung, im Augen- 
blicke des Druckes dieses Paragraphen einen Blick geworfen. Das Sachliche, was diese Schrift 
enthält, scheint mir nicht eigentlich neu, weil schon vor einer Reihe von Jahren H. Gergonne 
In den „Annales de mathöraatiques*' seine Untersuchungen, wie man eine Curve, unabhängig vott 
ihrer Lage, darstellen kann, mitgetheilt hat« Was das Formelle betrifil, so verkenne ich keints- 
wegesy dass, bei dem Auffinden von etwas Neuem, ein namhafter Unterschied darin liegt, ob man 
die Wichtigkeit des Aufgefundenen erkennt oder nicht. Ueber diese Wichtigkeit selbst aber kann 
ich die Ansicht des Verfassers einstweilen nicht theilen. 

Eine der schönsten Erweiterungen der neuem Geometrie beruht auf der Unterscheidung, dass 
wir uns eine Curve einmal bloss durch die Bewegung eines Punctes, das andere Mal bloss durch 
die Bewegung einer geraden Linie beschrieben denken können. Einmal brauchen wir, um zum 
Begriir einer Curve zu gelangen, durchaus nicht den Begriff einer geraden Linie (wenn ein, den 
Punct vertretender, Stift die Curve zeichnet); das andere Mal brauchen wir hierzu durchaus nicht 
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6S. In 2wei reciproken Carven entoprechen Siogularitäten sich in itr Art, dass 
(was aus den vorhergehenden Betrachtungen unmittelbar folgt) eine Singularität der n. Ord. 
Bung und ier m. Claase, einer der beiden Curven eine Singularität der m. Ordnung und der 
». Classe der andern Cun^e bedingt« Also entsprechen sich gegenseitig : 

1) 2wei Spitzen «weiter Art ; 

.2) «wei Zweige, deren jeder nur in einem einsigen Sinne sich krümmt und dem 
Auge keine Singularität darbietet , wenn ». und n beide ungerade sind. Das Product der 
beiden Krümmungshalbmesser in solchen uwei sich « entsprechenden singulären Puncten ist 
einer endlichen Grtfsse gleich; 

8) eine Spitze erster Art und ein Wendungspunct,. wenn von den beiden Zahlen m 
und n eine gerade und die andere ungerade ist. Wenn der Krümmungshalbmesser für die 
erstere unendlich klein ist, so ist er für die letztere unendlich gross und umgekehrt. Das 
Product zweier solchen Krümmungshalbmesser ist immer einer endlichen Grösse gleich. — 

§. 4. 

iSe^eweHlire Besleltunff der slnipill^eit Punete und sliiffitlttreit geraden lilnlen 

*m einander« Ueneime , nach Mielchen , bei algrebralfiehen Curven , die Ansaht von 

Jenen durcii die Ansaiil von diesen « und umurckeiirt , bestlnuni Ist« 

es. Das Princip der Reciprocität gibt unerwartete Aufschlüsse über die Theorie der 
singulären Puncte. Diejenigen Resultate, welche ich hierüber bereits mitgetheiit habe^), 
will ich in der gegenwärtigen Nummer summarisch zusammenfassen, und dann denselben Ge- 
genstand nach allen Seiten hin vollständig discutiren. 

Es lassen sich bekanntlich an eine Curve der n. Ordnung Sin durch einen gegebenen 
Punct oder auch parallel mit einer gegebenen geraden Linie, im Allgemeinen, fi(n— 1) Tan- 
genteü legen. Die Ordnung der Poiar-Curve iimy oder, wenn wir lieber wollen, die Classe 



flen fif griff* eines Punct'es (wenta' '^in, die gerade Liole vertretendes ^ Lineal, indem e« im Sande 
continuirlich sich bewegt und diesen fortschiebt, eineCtirve bildet). Das Princip der Reciprocität 
ist das Band , welches diese doppelte Auflfassungs weise yerknüpil. Um die Lage und die Bewegung 
eines Punctes auszudrucken ,, brauchen wir irgend ein festes, beliebig anzunehmendes Coordinaten- 
System, auf welches Alles bezogen werden muss, und somit ist in der analytischen Darstellung einer 
Curve zugleich ihre eigentliche Natur und ihre Lage ausgedrückt Dasselbe gilt, wenn wir die Lage 
und Bewegung einer geraden Linie bestimmen wollen. Es ist ein V ortheil dabei, wenn wir in 
der Gleichung der Curven nicht bloss ihre Natur, sondern zugleich auch ihre Lage erkennen kön« 
neti : sobald n u r jedes unabhängig für sich geschehen kann und eines das an- 
dere nicht stdrt Dieses wird durch unsere Metho<le vollständig erreicht und hierin liegt das, 
• was sie von der gewöhnlichen Coordlnaten - Methode unterscheidet 

Wenn wir bei der Entstehung einer Curve- zugleich die umhüllende gerade Linie und den 
beschreibenden Punct ins Aage fassen, so können wir die Drehung der geraden Linie als eine Fun- 
cth>n des Fortschreitens des Punctes betrachten und erhalten alsdann, gleichsam als Corollarium, 
die AulTassungsweise des vorstehenden Textes. 

Es knüpfen sich an diesen Gegenstand Fragen an, welche ein besonderes Interesse gewähren, 
die ich aber welter nicht berfdire, weil ich sie hier nicht erschöpfend behandeln kann. Das Dis- 
contiiiuirliche, was beim Uebergange von einer der beiden coordinirten Haupt - EnUtehungsarten 
einer Curve zu der der andern Sutt findet, besteht natürlich auch beim Uebergange zu der inter- 
mediären Entatehungswelse. 
*) System , 398 und 330. 
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^er gegebenen Curve , die wir als die m. bezeidmen woUeH , ist hiernacli , im AUgemeinen, 
durch folgende Gleicbung bestimmt : 

Die Polar -Curve i}« ist aber, wenn wir uns dieselbe als von einem Pnncte beschrieben 
(durch eine Gleichung zwischen gewöhnlichen Punct - Coordinaten dargestellt) denken, von 
einer besondem Art. Sie hat , was bei einer solchen ' Curve , im Allgemeinen , nicht Statt 
findet, eine geii'Lsse Anzahl von Doppelpuncten und Spitzen, bezOglidi gleich der Anzahl 
der Doppeltangenten und Wendungen dei^ gegebenen Curve Sin , welche als die aUgemeine 
Curve der n. Ordnung Singularitäten in Beziehung auf die umhüllende gerade Linie hat (51). 
Ich habe allgemein am angeftthrten Orte bewiesen, dass eine gegebene Curve der n. Ordnung 
im Allgemeinen, 3ii(n— 2) Wendungen hat und hieraus geschlossen, dass diesdbe iii(n-2)(ii^-9) 
Doppeltangenten haben muss. Es hat also die Polar-Curve, im Allgemeinen, 3n(n'— 2) Spitzen 
und |n(n— 2)(n^ — 9) Doppelpuncte. Die reciproke Polar-Curve ist die gegebene, um ihre 
Ordnung durch die Ordnung der ersten Polar-Curve zu bestimmen, müssen wir auf die sin- 
gulären Puncte dieser letztern Rücksicht nehmen. 

Wenn nemlich eine Curve der m. Ordnung einen Doppelpunct hat, so fallen von den 
ifi(m— 1) Tangenten, welche von einem gegebenen Puncte sich im Allgemeinen an die Curve 
legen lassen, zwei in diejenige gerade Linie zusammen, welche den gegebenen Punct mit 
dem Doppelpuncte verbindet. Diese hOren auf Tangenten im engern Sinne zu sein, weil sie 
nicht mehr Lagen der umliülienden geraden Linie bezeichnen. Sind u Doppelpuncte zugleich 
vorhanden , so reducirt sich die obige Anzahl der eigentlichen Tangenten um 2ii Einheiten, 
und um eine gleiche Anzahl von Einheiten reducirt sich die Ordnung der Polar - Curve. 
Wenn die Curve m. Ordnung eine Spitze hat, so fallen drei der m(m— 1) Tangenten in die- 
jenige gerade Linie zusammen, welche durch den gegebenen Punct und die Spitze geht, 
wonach die Anzahl der eigentlichen Tangenten sich um drei Einheiten reducirt. Diese Re« 
duction beträgt also , wenn r Spitzen zugleich da sind , 3r Einheiten. Folglich ist , wenn 
eine Curve m. Ordnung u Doppelpuncte und v Spitzen hat , die Ordnung ihrer Polar - Curve 

m(m— 1) — 2ii — 3r. 
Wenn wir also die reciproke Curve der ersten Polar-Curve Sim bestimmen, wobei wir auf 
die gegebene Curve Sia , die von der ii. Ordnung ist, zurückkommen, so ergibt sich: 

fi = 3ii(m— 1) — 2ii — 3r. 
Diese Gleichung geht, wenn wir: 

m = iKn— 1), r = 3iKn— 2), ic = JiiCn— 2)(n'— 9) 

setzen , in eine identische über. Auf diesem Wege haben wir den Werth von u besthnmt 

64. Ich habe endlich bereits schon nachgewiesen, dass, wenn durch eine alltnählige 
Constanten - Aenderung , eine Curve einen Doppelpunct erhält, sie dadurch sechs ihrer 
Wendungspuncte verliert; dass diese alle sechs imaginär oder dass zwei derselben reell oder 
vier imaginär sind , je nachdem der entstehende Doppelpunct ein conjugirter Punct, oder ein 
Durchschnitt zweier reellen Zweige ist ; dass endlich , wenn die Curve eine Spitze erhält, 
acht ihrer Wendungspuncte , von welchen sechs imaginär sind , wegfallen. ♦) Wenn wir 
hiernach die Anzahl der Wendungspuncte einer gegebenen Curve der n. Ordnung ß„ oder 
die Anzahl der Spitzen ihrer Polar - Curve iia, durch r bezeichnen, so kommt, wenn die ge- 
gebene Curve X Doppelpuncte und y Spitzen hat : 

r = 3ii(it->2) — 6x — 8y. 



*) Was in der 300. Nummer de« Systems zunächst für den Fall der Curveo dritter OrdnoBg bewiesen 
worden ist , gilt Difeubar bei Curven jeder beliebigen Ordnung. 
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6&. WeBn eine Curve der n. Ordnung eiuea Doppelpunct hat, so verainderC sich die 
Anzahl ihrer Doppeltaageoten , um die doppelte Amahl derjenigen Tangenten , welche , von 
dem Doppelpuncte aus, an die Curve sich le^en lassen. Denn jede solche Tangente ist keine 
eigentliche Doppeltangente mehr; es fallen auf ihr swar 2B'eimal 2wei Durchschnittspuncte 
mit der Curve , wenn wir uns dieselbe durch einen Punct beschrieben denken , zusammen, 
aber nicht mit ihr zwd umhüllende Tangenten der Curve. Wir müssen die Anzahl solcher 
Tangenten deshalb doppelt in Anschlag bringen, weil die durch einen Doppelpunct gehen- 
den Tangenten überhaupt doppelt gezAhlt werden müssen; wovon wir die unmittelbare An- 
schauung gewinnen, wenn wir einen Doppelpunct, je nachdem er ein isolirter Punct oder 
ein Durchschnitt reeller Zweige ist, uns als ein verschwindendes Oval oder als zwei ihren 
gemeinschaftlichen Asymptoten immer näher rüd^nden Il>'perbel . Zweige denken. 

Die analytische Bestimmung der Anzahl derjenigen Tangenten, welche, von dem Dop- 
pelpuncte aus , an die Curve sich legen lassen , bietet keine Schwierigkeit dar. Um zuvör- 
derst auszudrücken , dass eine Curve der n. Ordnung einen Doppelpunct habe und dass die- 
ser Doppelpunct in den Durchschnitt zweier gegebenen geraden Linien P und Q falle, ergibt 
sich die folgende Form: 

Jj + -3 + . . . -f ^0 « 0. f 1) 

Wir bezeichnen hierbei, wie wir es schon in einem frühem Paragraphen gethan haben, die 
allgemeine homogene Function irgend eines m. Grades zwischen den beiden linearen Functio- 
nen p und q: 

aqm ^ )^qn*-~ip 4- . . -|- vp*", 

der Kürze wegen durch 2a* Es stellt alsdann die Gleichung: 

^2 = 0, 
das System der beiden Tangenten des Doppelpunctes dar, und diese können sowohl reell als 
als auch imaginär sein. Im ersten Falle schneiden sich im Doppelpuncte zwei reelle Zweige 
der Curve, in dem zweiten ist er ein conjugirter Punct derselben. Die Gleichung (1) hat 
zwei überzählige Constanten, welche auf die willkührliche Richtung der beiden geraden Linien 
P und Q kommen. Wenn wir ^ = pq setzen, so sind diese beiden geraden Linien die bei- 
den Tangenten des Doppelpunctes und dann reduciren sich die Constanten auf die gerade 

nothwendigen (^^r^~ ~ ^ )' ^'^ wollen hier indess die Form der Gleichung (1) mit zwei 

überzähligen Constanten beibehalten. Für die Puncte jeder geraden Linie, welche durch den 
fraglichen Doppelpunct, den Durchsdinitt von P und Q geht, ist: 

pdq = qdp. 
Differeutiiren wir mit Bezugnahme hierauf die Gleichung (1), so kommt: 

(d;r''^dp-0^(dT''^V v-*-*^C 

Diese Gleichung muss für die Beruh rungspuncte auf den, durch den Doppelpunct gehenden, 
Taugenten befriedigt werden. Es ist aber, nach dem bekannten Theorem über homogene 
Fuuctiouen, überhaupt: 

_.q4--^^.pEm5», 
wonach die leUte Gleidang; in die folgende übergeht: 

S2"j + s:^ + • . ■ + 2; = o, 

und wenn wir sie mit der Gleichung (1) niwmnenstellen , m der uachstehenden fiUut: 

(n-2j^ + (n— S)2, + . . + S^t = •• C«) 

Zur Bestiouaung der fraglichen Berflb rungspuncte erhalten wir also die beiden Glnchupgen 

27 
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d) und (2), von welchen iie erste ron n. md die «weite vem Cn — D« Grade ist 

Beide haben dieselbe Form und beide slelleu eine Corve dar , die denselben Doppdpanct und 

in diesem dieselben beiden geraden Linien am Tangenten haben« Die Anmhl der Daicb- 

schnitte der beiden Carven beträgt n(]i--l), von diesen fallen aber sechs auf die gemdn* 

samen Tangenten des gemeinschaftlichen Doppelpunctes misammen. Diese kommen bei der 

Bestimmung der durch den Doppelpunct gehenden Tangenten nicht in Betracht, so dass deren 

Anzahlsich auf (it(n— 1) — 6) reducirt Also vermindert sich die Ansah! der Doppdtangen- 

ten der gegebenen Curve, des Doppelpunctes w^en, um 

2(a(Ji— 1) — O 
Einheiten. 

66. Die analytischen Entwicklungen der vorigen Nummer bestreu auch dann, wenn die 
Curve (1) , statt des gewöhnlichen Doppelpunctes eine Spitze erster Art hat Dann hat auch 
die Curve (2) eine solche Spitze, und die beiden Curven schneiden sich, wenn wir von den 
in der gemeinsamen Spitze zusammenfallenden Dvrchschnittspuncten absehen, in so vielen Puncten 
als in dem allgemeinen Falle. Es lassen sich , wenn eine Curve der it Ordnung eine Spitze 
hat , auch von dieser aus , an die Curve Cn(n—1) — 6) Tangenten legen. Da aber , wenn 
wir eine durch einen solchen Pnnct gehende gerade Linie als eine (Pseudo-) Tangente he» 
trachten, diese eine dreifache ist, so reducirt sich die Anzahl der Doppeltangenten einer 
Curve der n. Ordnung , die eine gewöhnliche Spitze erster Art hat, dieser Spitze w^en, um 

30i(ii— 1) — 6) * 
Einheiten. 

67. Wenn eine Curve der n. Ordnung x Doppelpuncte hat , so erhalten nir als Redu- 
ction der Anzahl ihrer Dppeltangenten 2x(ii(fi— 1) — 6) weniger der Anzahl der gemein- 

schaftlichen (Pseudo-) Tangenten je zweier Doppelpuncte, also weniger i ^^x—l) j^.^ 
fragliche Reduction beträgt hiemach: 

2r(nCn— 1) — 6) — 2xcx— 1). 
Wenn eine Curve der Ji. Ordnung y Spitzen hat, so erhalten wir als Reduction der An- 
zahl ihrer Dopeltangenten 3yC»(»— 1) — 6) , weniger der Anzahl der gemeinschaftlichen 

(Pseudo-) Tangenten je zweier Rttckkehrpuncte, also weniger 9^^"--^. Die fragliche 

Reduction betragt hiemach: 

Sjr(nCn— 1) — 6) — |y(y— 1). 

Wenn eine Curve der n. Ordnung zugleich x Doppelpuncte und y Spitzen hat , so er- 
halten wir, als Reduction in der Anzahl ihrer Doppeltangenten, (2x+3y)(n(fi^l) 6) we- 

niger der Anzahl der gemeinschaftlichen (Pseudo-) Tangenten je zweier Doppelpuncte, nem- 
lieh «x(x— 1), je zweier Spitzen, nemlich Jyfy— 1) und jedes Doppelpuncte» und jeder 
Spitze, nemlich 6xjf. Diese vollständige Reduction betragt also: 

(2a:+3y)(ii(n— 1) ^ 6) — 2x(x~l) — 2^(y— 1) — 6ary. 

Wenn wir also hiernach die Anzahl der fibrigbleibenden Doppeltangenten durch u be- 
zeichnen, so kommt: 

u = 5ji(ii~2Ka2-.9) _ C2ar4-%X«(ii— 1) — 6) + 2ar(x— 1) + |y(y-l) + ßxy. 
68. Wir wollen , der leichtem Uebersicht wegen , die Resultate der letzten Niumnecn 
zusammenstellen. Es bezeichne: 

fi die Ordnung einer gegebenen Curve und also die Classe ihrer Polar - Curve ; oder 
die Anzahl der Puncte, in welchen die gegebene Curve von einer gegebenen geraden Unie 
geschnitten wird und also die Anzahl derjenigen umhflilenden Tangenten der Polar- Curve, 
welche durch einen gegebenen Punct gehen ; 
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m die Clause der gegebenen Curve und also die Ordnung ihrer Polar -Curve; oder 
auch die Anzahl der umhüllenden ^Tangenten der gegebenen Curve, welche durch einen 
gegebenen Punct gehen und also die Anzahl der Durchschnittspuncte einer gegebenen geraden 
Linie mit der Polar -Curve; 

V die Anaahl der Wendunppuncte der gegebenen Curve und also die Amiahl der Spitzen 
ihrer Polar - Curve; 

IC die Anzahl der Doppeltangenten der gegebenen und also der Doppelpuncte ihrer Po- 
lar - Curve ; 

jf die Anzahl der Spitzen der gegebenen Curve und also der Wendungspuncte ihrer 
Polar - Curve ; 

X die Anzahl der Doppelpuncte der gegebenen Curve und also der Doppeltangenten 
ihrer Polar- Curve. 

Alsdann bestehen die folgenden , durch das Prindp der Reciprocitat paarweise mit ein- 
ander verknüpften, Gleichungen: 

m= n(ii— 1) — 2x — Sjfy (1) 

11 = m(m— 1) — 2ic ' 3i7, • (2) 

V = 3ii(n— 2) — 6x — 8jfy (3) 

y = 3ni(m— 2) — 6a — 8r, (4) 

u = $11(11— 2)(n2^9) — (2ar+3^)(n(n— 1)— 6) + 2x(ar— 1) + ly'y— 1) + €xy, (5) 
X = im(m~2)(m^— 9) — (2if+3r)(mfiR— 1)— 6) + 2ii(ii-l) + |r(r— 1) + 6uv. (6) 
Diese sechs Gleichungen sind keinesweges von einander unabhängig. Wenn wir die 
beiden Gleichungen (1) und (2) mit 3 multipliciren und dann addiren, so erhalten wir das- 
selbe Resultat , als wenn wir die beiden Gleichungen (3) und (4) addiren. Wenn wir ferner 
den Werth Von m aus der Gleichung (1) nehmen und ihn in (2) einsetzen, so kommt: 

n = (»(»— 1) — 2ar — 9yy — (»(«— 1) — 2x — 3y) — 2« — 3r , 
und diese Gleichung wird eine identische, wenn wir aus (3) und (5) die Werthe von r und 
u nehmen« Und ebenso endlich, wie die Gleichungen (1>, (2), (3) und (5) sind auch die 
Gleichungen (2), (1), (4) und (6) in der Art von einander abhangig, dass drei derselben die 
vierte bedingen. Wir sehen hieraus insbesondere, dass die vorstehenden Gleichungen alle sechs 
bloss aus den drei ersten hervorgehen, worin zugleich ein neuer Beweis für die Richtigkeit 
der beiden letzten Gleichungen liegt. 

69. Die Resultate der vorigen Nummer erklären die paradox scheinende Reduction der 
Ordnung der reciproken Polar -Curve auch in dem Falle vollständig, wo die gegebene Curve 
Doppelpuncte und Spitzen hat. Wir wollen uns hier auf ein Beispiel beschränken , und als 
solches eine Curve der 7. Ordnung mit drei Dopp<^Ipuncten und vier Spitzen nehmen. Im 
Aligemeinen bat eine Curve dieser Ordnung 1U5 Wendungspuncte, welche sich im vorliegen- 
den Falle indess, der drei Doppelpuncte wegen, um 3.6= 18, und der vier Spitzen wegen, 
um 4 . 6 s 32 redudren , so dass die Curve nur noch b& behält Eine Curve der 7. Ordnung 
hat femer , im Allgemeinen, 700 Doppeltangenten, von diesen fallen, ihrer drei Doppelpuncte 
und vier Spitzen wegen, 18.86 — 6.2 — 9.6 — 6.12 = 510 fort, wonach nur 190 
übrig bleiben. Die Ordnung der Polar - Curve ist im Allgemeinen 7 . 6 = 42 , reducirt sich 
aber hier , der drei Doppelpuncte der gegebenen Curve wegen , um 6 und , der vier Spitzen 
wegen , um 12 Einheiten , so dass sie auf 24 heruntersinkt Diese Polar - Curve hat 55 
Spitzen und 190 Doppelpuncte. Die Ordnung der reciproken Polar -Curve, wäre, wenn diese 
Spitzen und Doppelpuncte nicht da Mären, 24.23 ^ 552, reducirt sich nun aber um 
2.190 + 3.55 = 545, also auf 7, was Mjrklich die Ordnung der ursprünglich gegebenen 
Curve war. — 
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70. Wenn wir auf beiden Seiten der Gleichung (1) n abziehen und dann mit 3 multi- 
pliciren , so kommt ; 

3(«i— n) « 39i(R— 2) — te — 9y , 
aber nach (3) ist; 

); — y =;» 3«(n— 2) — 6« — 9y, 
und somit ergibt sich; 

m— n — i(r— y). (7) 

Der Unterschied der Anzahl der Tangenten, welche, von einem gege- 
benen Puncte aus, an eine algebraische Curve sich legen lassen und der 
Anzahl der Puncte, in welchen dieselbe Curre von einer gegebenen ge^ 
raden Linie geschnitten wird, ist gleich dem dritten Theile des Unter« 
schieds der Anzahl der Wendungspuncte und Spitzen eben dieser Curve. 

71. Wenn wir die beiden Gleichungen (1) und (2) von einander abziehen, so kommt : 

m^ — ^2 ^ 2(11 -X) + 3(1?— y), 
und wenn wir S(m — n) statt (r^y) schreiben : 

(m— ii)(m+ii— 9) =» 2(t«— X); (8) 

eine Gleichung, welche eine Relation zwischen m, n, tf und z ausdruckt. 
Aus den Gleichungen (8) und (7) ergeben sich femer die folgendeil: 

». a. « Q ^ 2iu-x^ 9(P— y) ■»• 6(K— X) 

m—n v — y ' 

m — n = i(r— y) , 

und hieraus folgt: 

27fi;— v^ 4- ISrtt— x) 4- (v—yY 

m = . '■ — , 

^{,0-y) 

_ 27C«?— y) -f 18(11— X) — iv—yV 

€(t?-y) 

Setzen wir endlich die gefundenen Ausdrücke für {jn-^-n) und n in die Gleichung (1) , die 
wir zu diesem Behufe folgendergestaU schreiben können : 

m 4- n «= n^ — 2x — 3y, 
so erhalten wir, nach einer einfachen Reduction: 

(r — y)2 {(17— y)2 — 5i(t?4-y) - 36i u+x) + 405] + 756(«— xl(r— y) 4- 324(ii - xY = o. (9) 
Diese Gleichung des 4. Grades, welche in Beziehung auf u und x, so wie auf r und y sym- 
metrisch ist, gibt eine merkwürdige Relation zwischen der Anzahl der Doppelpuncte, 
der Anzahl der Doppeltangenten, der Anzahl der Wendungspuncte und 
der Anzahl der Spitzen irgend einer beliebigen algebraischen Curve, unabhängig von 
der Ordnung und der Classe dieser Curve. Vorausgesetzt ist hierbei bloss , dass die Curve 
keine Singularität einer höhern Ordnung habe. 

72. Wenn wir uns die Curve durch die Bewegung eines Punctes beschrieben denken, 
so ist , im Allgemeinen , x=^o und y^^o , ii'onach wir für die allgemeine Curve irgend einer 
beliebigen Ordnung folgende Relation zwischen der Anzahl der Doppeltangenten und der An* 
zahl der Wendungspuncte erhalten : 

^ — 6ii;3 — 36mi7^ 4- 405r« + 7Miir + 324«^ == o. (10) 

Wenn wir uns hingegen die Curve durch die Bewegung einer geraden Linie umhüllt 

denken y so ist, im Allgemeinen, u^q und v^o^ und somit erhalten wir Air die allgemeinen 

Curven einer beliebigen Classe zwischen der Anzahl der Doppelpuncte und der Anzahl der 

Spitzen folgende Relation : 

yi -. 5|y3 _ 2ßxy^ 4- 405y2 + 756xy + 324x2 ^ o. (11) 
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73. Die Gleichung (7) aeigt, dass m grösser oder kleiner ist als n, je nachdem v 
grösser oder kleiner ist als y und umgekehrt Je nachdem also an eine gegebene algebrai^ 
sehe Curve durch einen gegebenen Punct mehr oder weniger Tangenten sich legen lassen, 
als dieselbe von einer gegebenen geraden Linie in Puucten geschnitten wird: ist die Ansah! 
der Wendungspuncte grösser oder kleiner, als die Anzahl der Spitzen. 

Nach der Gleichung (8) ist tc>x, wenn entweder: 

m > », m + II > 9, 

oder: 

m<ii, iii + n<9. 

Die letzten Bedingungen beziehen sich nur auf einen einzigen Fall , denjenigen nendich , wo 
n=4 und m=3. Alsdann hat die Curve drei Spitzen und eine Doppeltangente , aber keinen 
Wendungspunct und keinen Doppelpunct. Diesen Fall ausgenommen, ist also u>x, wenn 
ifi>it. Es ist ferner if<x, wenn entweder: 

m < Uf m 4- » > 9, 

oder : 

m > n, m + 11 < 9. 

Den letzten Bedingungen entspricht nur der einzige Fall, wo m=^i und Ji=3 und die Curve 
drei Wendungspuncte und einen Doppelpunct, aber weder eine Spitze, noch eine Doppeltan- 
gentc hat. Diesen Fall ausgenommen , ist m < x wenn m < n. Je nachdem also durch 
einen gegebenen Punct mehr oder weniger Tangenten an eine gegebene algebraische Curve 
gehen , als diese Curve von einer gegebenen geraden Linie in Puncten geschnitten wird, hat 
die Curve, im Allgemeinen, mehr oder weniger Doppeltangcnten als Doppelpuncte. 

M'enn m=n, so gibt die Gleichung (7) v=y und die Gleichung C8) «==*. Dwui gehen 
die Gleichungen (1), (2) , (3) und (4) gleichmassig in die folgende über : 

2« + 3y = ii(n— 2). 
Um also die verschiedenen Curven zu bestimmen , Melche von gleicher Ordnung und Classe 
sind, und welche hiemach gerade so viele Doppeltangenten als Doppelpuncte und so viele 
Wendungen als Spitzen haben , müssen wir die vorstehende Gleichung für ein angenomme- 
nes n in ganzen Zahlen auflösen und diejenigen Auflösungen verwerfen, welche aus andern 
Gründen unstatthaft sind. So ergibt sich zum Beispiel : 

m.»ii = 2, tt = X = 0, r « j^ =* 

« =. 3, » = 0, » == 1 

» =» 4, » = 1, . » = 2 

» = 5, j» = 0, » = 5 

»all »=3, B=3. 

Wenn n eine ganze Zahl von der Form 5^ oder 5g+2 , so gibt es Curven, deren Dop- 
pclpuncte, DoppeKangenten , Spitzen und Wendungen, alle in gleicher Anzahl vorhanden 
sind. Hierhin gehört zum Beispiel, neben dem letzten Falle des vorstehenden Schemas, auch 
noch der folgende: 

m ^ n =^ 7 , ii=i? = x = y = 7. 

Wenn eine Curve so viele Wendungspuncte als Spitzen hat, so hat sie auch so viele 
Doppelungenten als Doppelpuncte. Das Umgekehrte ist auch wahr , ausgenommen wenn 
m+ii=9. Dann ist u=x ^ ohne dass r=sy und m=fL 

74. Die folgende Tafel enthalt alle möglichen FaUe, in welchen m und fi beide kleiner 
sind als 10. 
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Wenn wir in der vorstehenden Tafel m ond n unter einander vertauschen , so vertau- 
schen sich unter einander auch einerseits « und x, andrerseits v und y^ wonach wir den 
Zahlen jeder Vertical - Columne , sowohl die oberhalb derselben, als auch die unterhalb der- 
selben angegebene Bedeutung beilegen können. 

Bei der Berechnung der vorstehenden Tafel haben wir Werthe fttr n und m innerhalb 
der durch die Gleichungen (1) und (2) gegebenen gegenseitigen BeschrSnkungen beliebig 
angenommen. (Nach diesen beiden Gleichungen kann, wenn etwa n die kleinere Zahl ist, 
m jede beliebige ganze Zahl bis ]i(fi— 1) einschliesslich bedeuten, mit der einzigen Ausnahme, 
dass es nicht die Zahl (ii(ii — 1) — 1) sein kann.) Dann haben wir die Gleichung: 

2ar + a^ :=: !•(»— 1) — m 
in ganzen Zahlen aufgeldset und diejenigen Auflösungen verworfoi , für welche 

X + y > J(n— l)(ii— 2). 
(Vergleiche hierüber die folgende Nummer). Dann ist 

«^ - y + 3(»— ») , 
und endlich 

IC = iCm(«— 1) — II — Sr). 
Wenn wir eine Gruppe von Werthen für x, y, ic und v haben, die gegebenen Werthen von 
m und n entsprechen , so erhalten wir unmittelbar alle übrigen Gruppen , indem wir x und 
II um 89 Einheiten vermindern , wahrend wir y und r um 2^ Einheiten 11 achsen lassen. 

75. Es ist leicht, auf anderm Wege, wenn die Ordnung einer Curve gegeben ist, das 
Maximum ihrer möglichen Doppelpuncte, unter welche hier auch ihre Spitzen mitzuzählen 
sind, zu bestimmen. Es betrage überhaupt die Anzahl der Doppelpuncte z. Dann lässt sich 

durch diese % Doppelpuncte und durch (' /^ ~ *) ^^^^-^^f ^^ ^^^ Umfange der Curve 

angenommene Puncto einer Curve der p. Ordnung legen. Somit ist nothwendig, weil in je- 
dem Doppelpuncte zwei Durchschnitte der beiden Curven zusammenfallen, 

midiin: 

Hierdurch ist das Maximum fllr solche Doppelpuncte einer Curve der 11. Ordnung, durch 
welche eine Curve der p. Ordnung sich legen lässt, gegeben: das absolute Maximum ist also 
das Maximum des Ausdruckes : 

_ PQM-S) _ pf2it-~a-> p) 

^ 1.2 1.2 ' 

wenn wir nach einander Ar p alle möglichen ganzen Zahlen einsetzen. Diesem Maximum 

entspricht überhaupt: 

p =s 2ii — S — p, 

und « wenn p eine ganze Zahl sein soll , gleichmässig : 

psx — i, p = « — 2. 

Das gesuchte Maximum wird hiemach : 

rn— nrn— 2) ^. 



•) Scbon Gramer hat auf analogen Wage für die Corren der acht ertten Ordnungen ein Maximum 
der Attiahl der .Doppelpuncte und der mehrfachen Pttncte überhaupt bestimmt , indem er daton 
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Nach der 7. Nummer der einleitenden Betrachtiingen schneiden sich alle Curven der n. 
Ordnung , welche der Bedingung unterworfen sind, dass sie durch f ■ — 1 ) wiUkühr- 

lich angenommene Puncte gehen , ausserdem auch noch in denselben ( -^'-- — + ^ 1 f^^^^ 

Puncten. Bemerkenswerth , und gewiss nicht ohne tiefern Grund, ist es, dass diese letztere 
Anzahl dem eben bestimmten Maximum der Doppelpuncte gleich ist 

76. Wir wollen uns jetzt zunächst mit Doppelpuncten von besonderer Art beschäftigen. 
Die Erörterungen hierüber schliessen sich unmittelbar an die bisherigen an. 

Wenn zn'ei verschiedene Zweige einer Curve sich berühren, oder über- 
haupt sich jrpunctig osculiren, so fallen in dem Osculationspnncte jf consecutive ge- 
wöhnliche Doppelpuncte (Durchschnittspuncte der beiden Zweige) und in der Tangente des 
Osculationspuuctes g consecutive Doppeltangenten der Curve zusammen. Es ist hiernach klar, 
dass ein solcher Osculationspunct die Ordnung der Polar -Curve um 2g Einheiten reducirt 
(63) und 6g Wenduugspuncte in sich aufnimmt (6). Mit Beibehaltung der bisherigen Be- 
zeichnung ergibt sich also: 

m = nrn— 1) — 2g, (i) 

V =s 3n(n— 2) -— 6g. (2) 

In der Anzahl der Doppeltangenten der fraglichen Curve ergibt sich (67), indem wir den 
Osculalioaspunct in g Doppelpuncte auflösen, eine Reduction von 

2jf(ji(«— 1) - 6) — 2^^— 1) = 2y(n(«-l) — (j-fö)) 
Einheiten , wonach 

u = in(ii-2)(ii2-9) — 2g(n(n—l) — {g+5)). 
In dieser Anzahl sind diejenigen g Doppeltängenten, welche in der Tangente im Osculatioiis- 
puncte zusammenfallen, einbegriiTen ; wenn wir von dieser abstrahiren, so kommt: 

u = jn(«— 2)(ii2-9) — 2j(ii(»-l) — (Sf+4J)). (3) 

Zur Bestätigung der Gleichungen (1), (2) und (3) ergibt sich die .folgende: 

fi = m(m— 1) — 29 — 31? — 2tf. (f> 

Als Beispiel wollen Mir die Curven der vierten Ordnung nehmen und voraussetzen, dass 
zwei Zweige einer solchen Curve sich dreipunctig osculiren. Dann ergibt sich : 

g = S, m = 6, r = 6, u = 1. 

Die Polar-Curve ist also von der 6. Ordnung, sie hat, wie die gegebene, zwei sich drei- 
punctig osculirende Zweige, dann ferner sechs Spitzen erster Art und einen Doppelpunct, 
wonach die Ordnung der reciproken Polar- Curve um 6+18+2=26 Einheiten, also von 30 
auf 4 heruntersinkt. 

Bei einer einfachen Berührong zweier Curven - Zweige ergibt sich : 

y = 2, . iiit=8, r = 12, 11=6. 

Bei einer vierpunctigen Osculation würden wir erhalten: 

jr = 4, m =3 4, . r = o, a = 0; 

aber alsdann zerfkllt die Curve in ein System zweier sich osculirenden Kegelschnitte. In 
diesem Falle existiren wirklidi weder Spitzen noch Doppeltangenten. ^) 

ausgeht, dass eine Linie der 1., 2, 3., 4- . . Ordnung, bezuglich durch 2, 5, 9, 14 . - . willkühr- 
lieh auf dem Umfange einer gegebenen Curve der n. Ordnung angenommenen Puncte gelegt wer- 
den, diese Curve aber in nicht melir als n^ 2n, 3«, 4n . . . Puncten schneiden kann, wobei, wenn sie 
durch einen mfachen Punct dieser letztern geht, auf diesen m Durchschnittspuncte zn, rechnen sind. 
Gramer, Analyse de« lignes courbes aigdbriques. J. 175—181. 
*; Aach fn dem Fall», dass »wei sich einfach berührende , oder tleh dreipunctig osculirende Kegel- 
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77. Eine Spitze zweiter Art wird im Allgemeinen von zwei solchen Zweigen ge« 
bildet, welche unter einjinder einen Contact von der Ordnung | haben und bezeichnet als* 
dann die Uebergaugsstufe zwischen zM'ei sich bloss berührenden und zwei sich dreipunctig 
osculirenden Zweigen« Es finden hier die nachstehenden vier Relationen Statt: 

»= ii(ii— 1) — 5, (1) 

r = 3ii(Ji— 2) — 15, (2) 

u = Jn(ii— 2)(i|2— 9) - 6(n{n—l) — 7), (3) 

fi = m(m— 1) — 5 — Sr — 211. (4) 

Wir haben nur nothwendig die Richtigkeit von drei derselben nachzuweisen , weil jede der- 
selben eine algebraische Folge aus den drei übrigen ist 

Die Gleichung (1) ist darin begrOndet , dass von den »(n— 1) Tangenten , welche an 
eine gegebene Curve der n. Ordnung parallel mit einer gegebenen geraden Linie und also 
auch, von einem gegebenen Puncte aus, sich legen lassen, in dem Falle, dass diese Curve 
eine gewöhnliche Spitze zweiter Art hat, fünf durch diese Spitze gehen und, im engern 
Sinne des Wortes, aufhören Tangenten zu sein. Um den Beweis dieser Behauptung direct 
zu ftthren ,* wollen wir die folgende Gleichung zu Grunde legen : 

(q4-cjp2)2 ^ 2q^i(q+cyp2) + q2^i = fi« =: o. (6) 

Diese Gleichung ist die allgemeine der Curven der 4. Ordnung mit einer gewöhnlichen Spitze 
zweiter Art ; sie wird die allgemeine Gleichung der Curven einer beliebigen n. Ordnung mit 
einer solchen Spitze , wenn wir den Gliedern des ersten Theiles dieser Gleichung noch die 
folgenden : 

hinzufügen. Wir beschranken uns hier aber auf die Curven der 4. Ordnung, weil die, für 
den allgemeinen Fall, hinzukommenden Glieder bei unserer Beweisführung sich müssig ver- 
halten. In der vorstehenden Gleichung (5), welche wir der 31* Nummer entlehnt haben, 
kann p mit (p-H^q) vertauscht werden, ohne dass dieselbe, im Allgemeinen, ihre Form ändert 
Diese Gleichung hat also eine überzählige Constante, welche darauf kommt, dass für die 
gerade Linie P jede beliebige genommen werden kann, sobald sie nur durch die Spitze geht. 
Wenn wir mithin die Anzahl derjenigen Tangenten bestimmen, welche der geraden Linie P 
parallel sind, so erhalten wir überhaupt die Anzahl derjenigen Tangenten der gegebeneu 
Curve , welche eine gegebene, beliebige Richtung haben. Für die Berührungspuncte auf den 
mit P parallelen Tangenten ist aber dpc^o, mithin: 

dq 
Entwickeln wir , so können wir der resultirenden Gleichung die folgende Form geben : 

(q+«npO + q- 1 + ^3 = «• 
Diese Form zeigt, dass die bezügliche Curve von der durch die folgende Gleichung darge- 
stellten Parabel: 

qH-üTp2 = o, 
dreipunctig osculirt wird. Diese Curve schneidet also, wie diese Parabel, die gegebene in 

sebnitte die Curve yierter Ordnung vertreten, behalten die bezüglichen Bestimmungen ihre Geltung, 
wenn wir berücksichtigen , dass das System der beiden Kegelschnitte einmal zwei Doppelpuncte, 
das andere Mal einen Doppelpunct hat. Einmal müssen wir für die beiden Doppelpuncte zwölf 
Wendungipuncte und vier Doppeltangenten rechnen , so dass alle Wendungspuncte erschöpft sind 
und von den sechs Doppel-Tangenten nur noch zwei übrig bleiben. Das andere Mal verschlingt 
der einzige Doppelpunct die sechs Wendungspuncte und ausserdem bleibt nur noch die Doppel- 
tangente. Es versteht sich , dass in beiden Fallen m sa a » 4. 

28 
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füiif^ in iler Spitze dieser letztem zusammeufaliendeu Puncten. Somit ist der geforderte Be- 
weis geführt. 

78. Nach der Gleichung (3) bringt eine Spitze zweiter Art in der Anzahl der Doppel- 
taiigenten eine Reduction von 5(ii(n~l) — 7) Einheiten hervor. Die bisherigen ErOrteiiingen 
sind hinreichend, um uns von der Richtigkeit dieser Behauptung zu überzeugen. Es können 
nemlich zwei sich einfach (zweipunctig) berührende Curven-Zweige, sowohl reell als imagi- 
iitlr sein, wo alsdann im lelztern Falle der Berührungspunct ein isolirter wird. Nach der 
76. Nummer lassen sich , von einem solchen Berührungspuncte aus , 

n(n—l) — 7 
Tangenten an die Curve legen. Dasselbe muss also auch Statt finden, in dem Falle einer 
Spitze zweiter Art , welche zwischen zwei reellen und zwei imaginären sich berührenden 
Curven-Zweigen die blosse Uebergangs- Stufe bildet Jede dieser Tangenten ist nicht mehr 
als Dappeltangente anzusehen und da jede nach der vorigen Nummer fünffach zu rechnen 
ist, muss sich die Anzahl der eigentlichen Doppeltangenten um 

5(n(ii— 1) — 7) 
Einheiten reduciren. 

Wir können , zur Bestätigung , auch unmittelbar den Beweis führen, dass an eine Curve 
der n. Ordnung, von einer Spitze zweiter Art aus, sich nur (fi(n— 1} — 7) Tangenten legen 
lassen. Nach der 31. Nummer nimmt, wenn wir uns zunächst auf die Curven der vierten 
Ordnung beschränken, für den fraglichen Fall die allgemeine Gleichung folgende Form mit 
der nothwendigen Anzahl von Constanten an : 

(q+CTp2-|-apq)2 + q^s = o , 

0.1er auch , wenn wir , der Kürze wegen , 

q -f Brp2 + apq = K 
setzen, die folgende: 

K^ + q33 « o. (1) 

Um die Berührungspuncte auf den durch die Spitze, das heisst den Durchschnitt der Linien 
P und Q gehenden Tangenten der Curve zu finden, müssen wir, wie in der 65. Nummer, 
die vorstehende Gleichung in Beziehung auf p und q dilferentiiren und , nach der Diiferen- 

_ * 

tiation, dp durch p und dq durch q ersetzen. Es ist aber: 

d • K^ . d . K^ ^wrr^mr \ 

-5jjr- P + -j^ • q = 2K(2K-q) , 

-dp •p + -dr^ = '*' " 

und somit kommt : 

K(2K— q) + 2q33 = o. (2) 

Diese Gleichung gibt , mit der Gleichung der Curve zusammengestellt, die fraglichen Berüh- 
rungspuncte. Aus ^diesen beiden Gleichungen ergibt sich unmittelbar die folgende: 

Kq « 0, (3) 

w^elcbe wir, statt der Gleichung (2), mit der Gleichung der Curve zusammenstellen können. 
Diese neue Gleichung stellt das System der geraden Linie Q und des Kegelschhittes K, der 
von derselben berührt wird , dar. Die gerade Linie Q schneidet die Curve (1) so, dass auf 
ihr alle vier Durchschnittspuncte in der Spitze zusammenfallen. Von den acht Durchschnitts- 
pimcten des Kegelschnittes K mit der Curve (1) fallen fünf in die Spitze, während die drei 
übrigen die zMeiteu Durchschnittspuncte der durch diese Spitze gehenden drei geraden Linien 
-3 mit dieser Curve sind. Es fallen also im Ganzen neun Durchschnittspuncte in der Spitze 
zusammen , und während überhitupt von einem gegebenen Puncte aus , sich 12 Tangenten an 
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eine Curve der 4. Ordnung^ legen lassen, redncirt sich dies^ AnzaU, wenn wir für den 
gegebenen Punct die Spitze nehmen und von den Tangenten der SpHze abstrahiren, um ^ 
Einheiten, und also, indem wir die beiden xusammenlallenden Tangentei» derselben noch 
einschliessen , bloss um 7 Einheiten. 

Wenn wir , statt Curven der 4. Ordnung , Cunren einer beliebigen n. Ordnung neh* 
men , so erhalten wir, statt der beiden Gleichungen (1) und (2) nun die folgenden beiden: 

K2 + q^3 -f Js + . + 5n = , (4) 

2K(2K— q) + 4q^3 + 52i + • • + ni = o, (5) 

und , statt der Gleichung (3) die folgende : 

2Kq — { ^^s + . . + (n-4)3„ } = o, (6) 

oder auch, indem wir ^n zwischen den beiden vorhergehenden Gleichungen (4) und (5) eli- 
miniren : 

K((n-^4)K + 2q) -f (n— 4)q33 + (nS)Is + • + -2^n-t = o. (7) 

Die beiden Curven (4) und (7) schneiden sich, im Allgemeinen, in n(n — 1) Pnncten, und diese 
Puncte sind die Bertihningspuncte auf eben so vielen Tangenten, welche sich, von der Spitze 
aus , an die Curve (4) legen lassen. Aber diejenigen dieser Tangenten, auf welchen die Be- 
rtihningspuncte in die Spitze dieser Curve fallen, hürrn alle, mit Ausnahme von zwei, auf, 
Tangenten der Curve zu sein. Die Curve (7) aber hat zwei sich berührende Zweige, wel- 
che von denjenigen beiden sich berührenden Kegelschnitten, deren Gleichungen die nachste- 
henden sind: 

K = o, (n— 4)K + 2q = 0, 

auf der gemeinschaftlichen Tangente Q, bezüglich, dreipunctig osculirt werden. Denn jeder 
dieser Kegelschnitte schneidet die Curve so , dass fünf Durchschnitte im Berührungspuncte, 
von welchen zwei dem der Osculation fremden Curven -Zweige angehören, zusammenfallen. 
Derjenige Curven-Zweig also , welcher von dem Kegelschnitte K osculirt wird, schneidet die 
Curve (4) so, dass fünf und der andere Curven-Zweig, der den Kegelschnitt K einfach 
berührt, so dass vier Durchschnittspuncte iu der Spitze zusammenfallen. Zusammen verei- 
nigen sich also in dieser neun Di/rchschuiltspuncte , und somit lassen sich, von der Spitze 
der Curve it Ordnung (4) aus, an diese Curve 

«(»— 1) — 7 

Tangenten legen, in welcher Anzahl die beiden zusammenfallenden der Spitze selbst mitge- 
rechnet sind. Der verlangte Beweis ist somit vollständig geführt. 

79. Die Gleichung (4) der 77. Nummer ist unmittelbar gerechtfertigt, wenn wir nur 
erwftgen, dass die Polar-Curve Qm, wie die gegebene, eine Spitze zweiter Art hat und also 
die Ordnung der reciproken Polar- Curve ( der gegebenen Curve Sia ) dieser Spitze wegen 
um fünf, so wie jedes Doppelpunctes wegen um zwei und jeder Spitze erster Art wegen 
um drei Einheiten heruntersiukt. 

Nachdem auf diese Weise die Richtigkeit der Gleichungen (1), (3) und (4) der 77. 
Nummer dargethan worden , ist es nicht mehr nothwendig , auch noch die Gleichung (2) un- 
mittelbar herzuleiten. Bei diesen Untersuchungen, welche, nach meiner Meinung, zu den sub- 
tilsten gehören, halte ich es jedoch für wünschenswerth, nicht zu Vieles als eine Folgerung 
aus einer indirecten Combination hinzustellen. Dieser Rücksicht verdanken die analytischen 
Entwicklungen der folgenden Nummer ihre Stelle. 

80. Ich habe in dem „Systeme der analytischen Geometrie'' (III, §. 6.) nachgewiesen, 
dass wir zur Bestimmung der Wendungspuncte einer gegebenen Curve der n. Ordnung üa die 
folgende Gleichung erhalten: 



= "5 5. 
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/dß. Y d^% _ « ^ ^ J'fi- . /"^Y 4!ßfL - „ /«^ 

Vdp J d'q- ^ dp ' dq ' dpdq V dq / dp- "" ""^ ^^^ 

welche bis zum (3ii — 4). Grade ansteigt. Aber wir haben zugleich gezeigt, dass die durch 
diese Gleichung dargestellte Curve die fi Asymptoten der gegebenen Curve zu ihren eigenen 
hat, wonach von den n(3n— 4) Durchschnitten der Curven 2fi unendlich weit liegen, und 
wir aus der algebraischen Verbindung ihrer beiden Gleichungen, eine Gleichung des (3fi — 6). 
Grades herleiten können, welche eine einfachere Curve darstellt, deren Durchschnitte mit 
der gegebenen die 3n(n—2) Wendungspuncte dieser letztern sind. Um diess zu beweisen, 
haben wir uns des analytischen Httlfs - Satzes bedient, dass, wenn ßn = P4rs..uv, diese 
Function als Factor des ersten Theiles der Gleichung (6) sich herausstellt. Derselbe Satz 
besteht offenbar auch dann, wenn r = p+^q, s=p + <7q... und demnach ß« ^ -^n , so 
dass auch: 

/d2„ Y d^ _ 2 d^ d^ d^ /i^\^ d^ ^ 
V dp / dq2 dp ' dq dpdq "*" \ dq / dp^ "" 

und wird uns so dienen, um Aufschluss darüber zu erhalten, nach welchen Gesetzen die 
.Wendungspuncte einer gegebenen Curve von besondern Arten singularer Puncte verschlungen 
werden. 

Nehmen wir ferner auch noch: 

flu s KS 
wobei K irgend eine Function von p und q ist , so ergibt sich : 

dp dp ' dq dq ' 

dpdq ~ |dp dq dpdqj ' 

und wenn wir hiernach den ersten Theil der Gleichung (8) entwickeln, so kommt nach einer 
einfachen Reduction: 

/Vdp/ "dq^ dp dp' dpdq"*"Vdq/ dp^ 

Wenn insbesondere endlich: 

K = q + xp^ + opq, 
so gibt die vollständige Entwicklung des letzten Ausdrucks: 

16KXl+ap)(7i- a;rp— a-q) = KHu. 
81. Nach diesen vorbereitenden analytischen Erörterungen, wollen wir nun wiederum 
ffir die allgemeine Gleichung einer Curve mit einer Spitze zweiter Art, die folgende nehmen : 

flo = K^ + q^a + ^5 + • + -:?n = o. (9) 

und, von dieser Gleichung ausgehend, die Gleichung (8) entwickeln. Dann finden wir: 

KHu + HI^:S, + ^3^^ + . . + -^n-^2.v-4 = o, (10) 

wobei die Functionen 2^, J5, J„ die frühern geblieben, ^, ^, ^..-4 aber neu eingeführt 
sind. Die durch die letzte Gleichung (10) dargestellte Curve schneidet die gegebene Curve 
(9) in den Wendungspuncten dieser letztern. Nach dem oben Angeführten beträgt die An- 
zahl derselben , weil 2ii Durchschnittspuncte unendlich weit liegen, 3ji(ii— 2). Es bleibt uns 
hier nur noch zu untersuchen übrig, wie viele von diesen M^endungspuncten , indem sie in 
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die Spitze faUen, aufhören Wendiingspuncte zu sein. Zu diesem Ende bemerken wir, dass 
die neue Curve (10) drei verschiedene Zweifle bat, welche alle drei den Ke|^elschnitt K, 
auf der Tangente Q, dreipunctig oSculiren. ^) Jeder dieser drei Zweige schneidet also auch, 
wie dieser Kegelschnitt selbst, die gegebene Curve so, dass fünf Durchschnitte in der Spitze 
der Curve zusammenfallen. Hiernach reducirt sich die Anzahl der fraglichen Wendungspun- 
cte, weil die Spitze deren dreimal fünf verschlungen hat, auf: 

8n(ii— 2) — 15. 
82. Wenn wir die Gleichungen (1), (2), (3) und (4) der 77. Nummer, welche wir hier- 
nach vollständig bewiesen haben, mit den gleichbezeichneten Gleichung^en der 76. Nummer 
vergleichen, so tritt uns sogleich die Bemerkung entgegen, dass jene vier Gleichunji^en in 
diesen enthalten sind , wenn wir ^=2$ setzen. Eine Spitze zweiter Art vertritt hiernach, 
M'enn der Ausdruck gestattet ist, zwei sich 2|punctig osculirende Curven-Zweige, oder auch 
2| consecutive, nicht auf derselben geraden Linie liegende, Doppelpuncte. 



*) Um diess zu zeigen, bemerken wir, dass die Gleichung (10) befriedigt wird, wenn wir zugleich: 

K> « o, qiTaiT^ + 2*52^ + . . + Sn^vx^^ = o, 

setzen. Hieraus folgt, dass neun Durchschnitte der Curve (10) mit dem Kegelschnitte K in dem 
Berührungspuncte auf der Tangente Q zusammenfallen; denn die durch die zweite der vorstehen- 
den Gleichungen dargestellte Curve hat acht Zweige, die in diesem Puncte sich schneiden^ und von 
welchen uberdiess der eine den Kegelschnitt berührt. Hieraus folgt, dass die Curve (10) drei 
Zweige hat , welche alle drei diesen Kegelschnitt dreipunctig oscuUren. 

Zu demselben Resultate gelangen wir auch, wenn wir, nach der folgenden Sehlussweise , die 
Ordnung der Annäherung der Curve an den Kegelschnitt K bestimmen. Der Einfachheit wegen, 
wollen wir , was , unbeschadet der Allgemeinheit, erlaubt ist, p und q in der Bedeutung rechtwink- 
liger Parallel-Coordinaten nehmen. Wenn wir solche Puncte betrachten, die auf irgend einem Cur- 
ven- Zweige, der die Linie Q in ihrem Durchschnitte mit der Linie P berüh/t, in unendlich klei- 
ner Entfernung vom Berührungspuncte liegen, so ist fQr diese p ein unendlich Kleines von derselben 
Ordnung, wahrend andrerseits q erst mit p* verglichen und gegen p vernachlässigt werden kann. 
Da sich uberdiess die beiden linearen Functionen t und u auf Constante reduciren, so gibt, bei 
gehörigen Vernachlässigungen, die Gleichung der Curve ftir solche Puncte: 

K« » /iqp» ^ ip», 
mithin ist K unendlich klein von' der dritten Ordnung. Es bedeutet aber K dasjenige Segment, 
das auf dem, von dem Puncte der Curve aus auf die Tangente Q gefällten Perpendikel, zwischen 
diesem Puncte und dem Kegelschnitte , liegt. Demjenigen Puncte uemlicli , in welchem dieses 
Perpendikel den Kegelschnitt schneidet^ entspricht derselbe Werlh von p und wenn wir den ent- 
sprechenden Werth von q durch einen Accent unterscheiden, so kommt: 

q' + *p» + apq' » o, 
und wenn wir diese Gleichung von der identischen Gleichung: 

q + xp« + opq = K, 
abziehen : 

(l+itp)(q— q) B K, 

woraus, wenn wir crp gegen i vernachlässigen, 

K»q^q- 

sich ergibt Somit ist dargethan, dass die Ordnung der Annäherung der verschiedenen Curven- 

Zweige an den Kegelschnitt die zweite ist 

Ich habe diese Erörterung der Behauptung des Textes hier aus dem Grunde noch beii;erügt, 

weil wir in allen ähnlichen Fällen, auf gleiche Weise verfahren können; und bemerken in dieser 

Hinsicht schliesslich nur noch, dass überhaupt die allgemeinere Function: 

Ä = q + -Ti + -Si + . . 

dieselbe Bedeutung hat als die Function K, wenn sie auf denselben Punct , wie diese in dem Vor- 
stehenden , bezogen wird. 
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Wir setzen uns keiner Gefahr 2u irren aus , wenn wir , auch ohne directe Bestätlg^ung 
der Resultate, diese Anschauung^ weiter ausdehnen. Es kann nemlich eine Spitze sweiter 
Art , während sie mit ihrer Tangente nur einen gewöhnlichen Contact behält, von awei sol- 

chen Zweigen gebildet werden, die unter einander einen Contact von irgend einer — r— 

Ordnung haben, und bildet dann die Uebergangs-Stufe von einem Contacte der ft. au einem 
Contacte der (ft+1). Ordnung. Auch dann behalten , indem wir g=h-^l setzen , so dass g 
irgend eine ganze Zahl, vermehrt um eine halbe Einheit, bedeutet,' die eben angezogenen 
Gleichungen der 76. Nummer ihre Geltung. Es ist : 

m = »(«—1) — 2g , 
r = 3ii(n— 2) — 69, 

u = ji,(ii-2)(ii^-9) - gln(n-l) - (^+4})], 
n = TO(m— 1) — 2ii — Sv — 2g. 
Die Curven der 4. Ordnung liefern hier die folgenden beiden Beispiele: 

11 = 0, 9 = 21, m = 7, r = 9, « = 3; 
» g = ^ln m = 5, t' = 3, 11 = 0. 

83. Nach dem Princip der bisherigen Erörterungen ist es leicht, auch denjenigen Fall 
zu discutiren , dass die Curve überhaupt, neben x Doppel puncten und y Spitzen erster Art, 
z Spitzen zweiter Art hat. Wir wollen hier iiidess die Beschränkung machen, dasa diese 
Spitzen gewöhnliche sind , das heisst solche , deren Schenkel unter einander einen S^^ncti- 
gen Contact haben. Hier ergeben sich die folgenden vier Relationen : 

m =a «(n—l) — 2ap — 3y — 5«, 
r = 3ii(ii— 2) — ex — 8y — 15«, 
U .=; Jn(ll— 2)(ll2-9) — (2x-f3^)(li(ji— 1) —6) — 5«(ii(ii— 1) ^ 7) + 2x(x— 1) + |y(y— 1) 

n = m(in— 1) — 2ti — 3*; — - 5«. 
Die Curven der 4. Ordnung liefern hier zwei Beispiele , sie können , neben einer Spitze 
zweiter Art , einen Doppelpunct oder auch eine Spitze erster Art haben. Diesem entspricht : 
11 = 4, » = 1, y = o, a:=l, m = 5, r = 3, « = 1, 
* » y = l, ar = o, m = 4, r = l, m = o. 

Fig 3g, Ein merkwürdiges, hierher gehöriges Beispiel bieten die Curven der 5. Ordnung, wel- 
che, wenn sie drei Spitzen zweiter Art haben, alle ihre Doppeltaugenten und Wendungs- 
puncte verlieren. Alsdann ist : 

ii=:m = 5, y=r=o, a: = ti = o. 

Die Anschaimng einer solchen Curve mit einer einzigen reellen Asymptote gibt die 38. Figur. — 

84. Um alle untergeordneten Arten von Doppelpuncten zu erschöpfen, bleiben uus 
noch zwei Fälle zu discutiren übrig. Es können sich zwei solche Curven-Zweige berühren^ 
welche mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente nicht bloss einen gewöhnlichen, sondern einen 
mehrpunctigen Contact haben , und es kann eine Spitze erster Art auch von zwei solchen 
Schenkeln gebildet werden, welche unter einander mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente einen 
Contact von einer höhern Ordnung haben. 

Hier können wir nur den erstgenannten Fall, und zwar nur unter der Voraussetzung, dass von 
den beiden sich berührenden Zweigen, der eine mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente einen ge- 
wöhnlichen Contact hat, während die Ordnung des Contacts für den andern Zweig jede beliebige 
sein kann, behandeln. Wir wollen zunächst annehmen, ein Fall, der schoii bei Curven der 5. Ord- 
nung eintreten kann , dass ein Zweig mit der Tangente einen dreipunctigen und der andere 
einen gewöhnlichen Contact habe. Dieser Annahme entspricht die nachstehende Gleichung: 
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q' + ^(^2+^i) + ^5 +. + :?„ = o, ♦) 
Riit einer flberzäbligen Constanten , welche darauf kommt, dass die Richtung der geraden 
Linie P jede beliebige sein kanu. Differentiiren wir diese Gieicfying in Beziehung auf q, so 
kommt , indem wir nur die Form der resultirenden Gleichung berücksichtigen , 

2q + ^2 + ^3 4- ^4 + . . + ^n-i = o. 
Diese Gleichung stellt eine Curve dar, welche die Curve (1) in ii(ii— 1) Puncten schneidet. 
Von diesen fallen aber, weil jene Curve einen solchen Zweig hat, der die Linie Q und also 
auch die beiden sich berührenden Zweige der Curve (1) einfach berührt, vier in dem Be- 
rührnngspuncte zusammen. Also gibt es, wie wenn die beideh Zweige der Curve sich bloss 
einfach berührten , (n(n— 1) — 4) Tangenten, die sich, nach gegebener Richtung an die Cun^e 
legen lassen. 

Wenn Mir die Gleichung (8) der 80. Nummer entwickeln , indem wir 

ßn - q^ + q(«:?2+23) + ^5 + • • -h ^n 
setzen , so erhalten wir , mit Berücksichtigung der in der genannten Nummer aufgestellten 
analytischen Relationen, für die resultirende Glelchimg die nachstehende Form: 

qj,r, + q:?3^4 + -:?5^6 + • • + ^ar,n-4 « o. 

Die bezügliche Curve hat einen fünffachen Punct mit fünf osculirenden Tangenten, von wel- 
eben die eine mit der Tangente Q der gegebenen Curve (1) zusammenfHllt. Also fallen von 
den Durchschnitten der beiden Curveu 13 in den Berühningspunct. Von diesen kommen 5 
auf den an der Tangente Q sich hinziehenden Zweig und 2 auf jeden der vier übrigen 
Zweige , M'elche den fünffachen Punct bilden. Eben so viele Wendungspuncte der gegebenen 
Curve verschwinden, mit Ausnahme eines einzigen, der in den Berührungspunct fällt, und 
dem einen Curven-Zwejge angehört. Also verschlingt der Berührungspunct hier keine grös- 
sere Anzahl von Wendungspuncten, als wenn zwei gewöhnliche Zweige sich berührten. 

Hiemach bedarf der fk*agliche Fall keiner weitern Discussion mehr. Dasselbe gilt, wenn 
der dreipunctig osculirende Zweig durch einen mehrpunctig osculirenden Zweig ersetzt wird. 
Es gelten hier ebenfalls die Zahlbestimmungen der 76. Nummer (wo wir g^2 nehmen müs- 
sen). Nur ist zu bemerken, dass in dem Berührungspuncte auf einer mpunctig osculirenden 
Tangente (m— 2) Wendungspuncte zusammenfallen. Auf diesen Fall bezieht sich die folgende 
Gleichung : 

q' -4- q(-2'2H--s + - --4--«) + ^«.+2 + • • + ^n = o. — 

85. VTir wollen uns nun zur Betrachtung solcher drei- und mehrfachen Pnncte 

wenden, welche entstehen, indem drei oder mehrere vollständige (reelle oder imaginäre) Cur- 

ven-Zweige in demselben Puncte sich schneiden. Die allgemeine Gleichung einer Curve der 

n. Ordnung mit einem solchen dreifachen Puncte ist, mit Beibehaltung der bisherigen Be- 



*) Wir überzeugen uds, auch ohne zu der tl. Nummer zurückzugehen, direcl davon, dass diese Form 
dem fraglichen Falle wirklich entspricht, wenn wir herücksichtigen , dasr für Nacbbarpnncte dei 
Benjhrungipunctet, mjs der Gleichung des Texte« die nachitehende zwiefache Relati<m sich ergibt: 

Die Curve hat also einen Zweig, welcher von der durch die Gleichung: 

q + ^, + -r, « o , 
dargestellten Cnrve dreipunctig osculirt und von deren Tangente Q also einfach berührt wird, 
wahrend dieselbe Taugente cinea andern Zweig dreipunctig osculirt. 
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Zeichnung^ , die folgende : 

^3 + ^4 + • + -n = o. (1) 

Diese Gleichung hat zwei überzählige Constauten, welche auf die willktthrlicbe Richtung der, 
den beiden linearen Functionen p und q entsprechenden und in dem dreifachen Puncte sich 
schneidenden, geraden Linie kommen. Die drei Tangenten dieses Punctes werden durch die 
Gleichung: 

5i = o, 
dargestellt; wir setzen hier voraus, dass nicht zwei dieser drei Tangenten zusammenfallen. 
Differentiiren wir diese Gleichung, etwa in Beziehung auf q, so kommt Zur Bestimmung der 
Bertthrungspuncte auf den mit der geraden Linie Q parallelen Tangenten der gegebenen 
Curve eine Gleichung von der folgenden Form: 

:^2 + - 3 + • • + ^n-i = 0. (2) 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve der (n — 1). Ordnung hat zwei solche Zweige, 
welche beide durch den dreifachen Punct der gegebenen Curve gehen. Sechs Durchschnitts« 
puncte der beiden Curven fallen hiemach in dem dreifachen Puncte zusammen und um eben 
so viele Einheiten vermindert sich die Anzahl derjenigen Tangenten, welche, im Allgemeinen, 
nach gegebener Richtung an die gegebene Curve sich legen lassen. Hiernach ist 

m = n{n—\) — 6. 

Es ist augenfällig, dass, wenn wir an die Stelle der Curve (1) eine Curve mit einem 
^fachen Puncte setzen, die Curve (2) durch eine Curve mit einem (^-— J)fachen Puncte, des- 
sen Tangenten mit den Tangenten des ^fachen Punctes im Allgemeinen nicht zusammenfallen, 
vertreten wird , und dass alsdann also die beiden Curven sich nur in j «(n— 1) — i^Cff— 1) } 
Puncten schneiden, so dass also überhaupt: 

nt = »(ii— 1) — ^(^—1). 

86. Um die Anzahl der Wendungspuncte, welche eine Curve dadurch verliert, dass sie 
einen drei- oder überhaupt j^fachen Punct erhält, zu bestimmen, wenden wir uns wiederum 
zur Gleichung (8) der 80. Nummer, indem wir hier die folgende Functions -Bestimmung zu 
Grunde legen: 

wobei wir , damit die Tangenten des j^fachen Punctes nicht zusammenfallen , zugleich vor- 
aussetzen , dass Sg keine gleichen Factoren habe. Wenn wir mit Rücksicht auf die analy- 
tischen Entwicklungen der eben angeführten Nummer entwickeln, ßo kommt: 

^ ^ag— 4 + ^g-M— ag— 3 4- • • + — n -* an— 4 = O« (3) 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve schneidet die gegebene in den Wendungspuncten 
dieser letztem. Wir haben hier nur zu untersuchen , wie viele von diesen Puncten , indem 
sie in den j^fachen Punct der gegebenen Curve fallen, aufhören Wendungspuncte dieser Curve 
zu sein; denn, in dem allgemeinen Falle, den wir betrachten, hat keiner der g Zweige, 
welche den ^fachen Punct bilden , in diesem Puncte einen Wendungspunct Die Curve (3) 
hat einen (3^ — 4)fachen Punct und unter den (3; — 4) Zweigen, welche in demselben sich 
schneiden , befinden sich g solche , welche bezüglich mit denjenigen g Zweigen , welche den 
j^fachen Punct der gegebenen Curve bilden, die g geraden Linien ^g zu gemeinschaftlichen 
Tangenten haben. Jeder der g Zweige der gegebenen Curve schneidet also die Curve (8) 
so, dass von den 3ii(ii— 8) nicht unendlich weit liegenden Durchschnittspuncten 3(^—1) 
in den jffachen Punct fallen. Dieser Punct verschlingt also im Ganzen S^Cj— 1) Wendungs- 
puncte und somit erhalten wir: 

r = 3}fi(fi--2) — ^(y-l)|. 
Ein Doppelpunct nimmt hiernach (wie früher schon nachgewiesen worden ist) ; 6 , ein 
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Üreifacber Puuct: 18 = O-z—^ ein vierfacher Piuict: 36 s 6-^^', ein afacher Punct: 

1 • s 1 «'S 

6- J^a " Wcndungspunctc in sich auf. 

87: Nach ien hf iden viorhergehenilen Nunniern können wir die Formeln der 88. Nmnmer 
nun auch auf den >Fä\k mehvfacher Poncte ausdehnen* 

Zuerst wollen wir den Fall betrachten, dass eine Curve der n. Ordnung einen tinzeU 
nenjf fachen Punct, aber keine Doppelpuncte , hat Alsdann ' erge|ien sich die nächste- 
henden vier, Gleiclmageii : 

m= »(«—1) — g(g—i:ij 
r = 3[ii(n— 2)— ^(^— D], 
u = inCn— 2)012—9) — yfj— l)[»(ii-l) — 5jf(^— 1) — 5], 

fi = m(m— J) -— 2« — 8r. 
Die vierte dieser Gleichungen ergibt sich unmittelbar, weil die Polar- Curve der gegebenen 
keinen singulären Punct hat, der durch den j^fachen Pupct hervorgerufen wird, sondern nur^ 
diesem entsprechend , eine singulare gerade Linie , welche zugleich g Zweige berührt Die 
dritte der Vorstehenden Gleichungen wollen wir vorerst als eine algebraische Folge aus den 
drei übrigen ansehen. 

Als Beispiel möge eine Cnrve der 5. Ordnung mit einem vierfaclren Punct dienen, 
alsdann ist: 

ji«5, ^4, ma20— 12^, rs45-~36^9, »=120—12.9^12, fi=56— 3.9— 2.12=:=5. 
bt in mehiftdie Punot.ein Mobs dreifacher, so kommt, indem wir ^«s3 setsen; 

m= w(ii— 1) — 6, 
V ^ 3«(ii-2) — 18 , 
u = äii(»— 2)(ii2— 9) — 6(11(11—1) — 8) , 
, . , . » — iii(m-~l) — 2i« — 3r. 

Die Curven der . vierten. Ordnung bieten hier das einfachste Beispiel : 
^*<r ^,•=3;» m=^12-^=6, r«24--18 = 6, t£=28— 6.4 = 4, 11=30—3.6—2.4 = 4 

88. Die Thei^ri^e 4er yieUa(dien Puncto lässt sich auf die Theorie der Doppelpuncte zu* Fig. 39. 
rückführen. In der 39. Figur schneiden sich drei Curven - Zweige paarweise in den drei 
Puncten a, a| und a^ und bilden so drei Doppelpuncte. Fallen diese drei Doppelpuncte, nach 
allmähliger Annäherung , zusammen , so dass die drei Zweige in einem einzigen Puncto sich 
schneiden, so'f^ntsteht ein dreifacher Punct. Für die Tangenten dieses Pünctes können 

wir die dl^ei gerad'en Linien PP, QQ und RR nehmcfn, welche die drei Doppelpuncte paar- 
weise verbinden. ' Jede andere gerade Linie HIN, die mit diesen nicht als zusammenfallend 
zu bettachten isl ; enthalt nur drei Durchschnitte mit der Curve. 

Vier Curven - Zweige, die durch denselben Punct gehen , bilden einen vierfachen Punct ; 
verrückt man diese Zweige um geringe Strecken , so schneiden sie sich in der Umgegend 
des früheito vii^rfachmi Punct^fi* iti aeolis Funden und bilden. so aechs^Doppelpunote. Ab 
die Tang enten.des rietlhchen hmctea kl^nnen mw diejwgen.« vier geraden Linkm ansehen, 
wadche.zwttitoliebigc der 4rct,Miilf jeden der v^r Zweige liegenden, • Diippelpunc|e veiu 
feinden« •■'•«•,. -.^ t r .• . • . * ». ' « ■ « 

. Auf :^eidie WMeefhlltan in^ «tafln fittnffachen PunetC'ine.hn ind>in eiaeas ^fachen Plikioie 
überhauqt |^(^-^1) DoppelptuKte •M^uMMi^ . i» . . ' 

89. Nf eh dfA Betrachtmigsweisea der vorigen Nummer redueirt ein ^faeher Punct einer 
gegebenen Curve die Ordnung der Pobr-Curve om so viele Einheiten, als ein System von 
if(9— 1) Doppelpuncten , nemlich, in Einklang mit der 85. Namme«, um ^(f^D Einheiten. 

29 
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« 

Es ergibt sich auf fiesem Wege auch dieselbe Reduction in der Anzahl der^ Wendungs- 
puncte, welche wir in der 66. Nummer auf analytischem Wege erhalten haben. 

Endlich erhalten wir auch noch unmittelbar die Bestimmung der Anzahl der übrig blei- 
benden DoppeUTangenten, eine Bestimmung , die wir bisher nur auf indirectem Wege erhal- 
ten haben. Denn nach der tö. NumoMvr beträgt die Redoction der Doppeltaagenten flr eine 
Anzahl von ig(g^l) Doppelpuncten , und also auch Cfir einen jfadien Phinct*: 

(»(»-1) - 6) ^(jf-l) — g(s-t')llp{g-l) — 1>, 

Diese Reduction beträgt also insbesondere führ einen dreifachen Punct ecnin—i) — 8) , für 
' einen vierfachen Punct 12(ii(ii^l) — 11), und so fort 

90. Die folgenden Erörterungen füge ich hinzu, damit wir die Noth wendigkeit 
der letzten Resultate einsehen. 

Wir wollen in dieser Absicht zuvOrderst die Anzahl derjenigen Tangenten bestimmen, 
welche, von dem .^fachen Puncte der gegebenen Curve: 

^g+ ^+1 + • • + 20 = 0, 

aus , an diese sich legen lassen. Zu diesem Ende woUen wir , wi«; in der 6Su Nummer, die 
vorstehende Gleichung vollständig differentiiren und dann, nach der Differentiation dp durch 
p und dq durch q ersetzen. Auf diesem Wege gelangen wir^ mit Berücksichtigung des Theo- 
rems über homogene Functionen zu der nachstehenden Gleichung: 

g^ + (g+l)^i + • • + n^« = o, 
und aus der Zusammenstdlung dieser Gleichung, mit der Gleichung der Cnnris ergibt sich : 

(11—5^)2^5 + (»— ^— l)2ß+i + • + 2^-1 «• o. 
Diese Gleichung stellt eine Curve der (n— 1). Ordnung dar, welche ebenfalls im Durchschnitte 
der beiden geraden Linien P und Q einen jrfachen Punct hat und zwar in der Art, dass die 
g Tangenten der beiden jffachen Puncte zusammenfallen. Jeder der g Zweige der einen 
Curve , welcher durch den ^fachen Punct geht , schneidet die andere Curve so , ' dass (jK-l) 
Durchschnittspuncte in diesem Puncte zusammenfallen. Hiernach redudrt sich die AnzaM der 
Durchschnittspuncte der beiden Curven , wenn wir von denjenigen , welche in den ^fachen 
Punct fallen, absehen^ auf: 

«(Ji— 1) — g(g+ty 
Dasselbe ist also auch die AnzaU derjenigen Tangenten , welche sich, von dem ^fachen Pun- 
cte aus , an die gegebene Curve legen lassen , und auf welchen die Berührungspuncte nicht 
mit diesem Puncte zusammenfallen. Jede solche Tangente, welche, des ^fachen Punctes we- 
gen, gCg — 1) Mal gezählt M'erden mu$s, ist als eiue Pseudo-Doppeltangente anzusehen. 
Diess gibt in der Anzahl der Doppeltangenten eine erste Reduction von 

g(g—i:^ I »(n— 1) — ^(j-f 1) j 
Einheiten. Die nodi übrige Reduction betritt diejenigen Doppeltangenten , die der ^fache 
Punct unmittelbar verschlingt, in der Art, dass, wenn wir diesen Punot inÜ9(jh-l) 
Doppelpuncte adläsen , je zwei dieser Doppelpuncte , im Allgemeinen , vier gemeinschaftliche 
Tangenten haben. Ich sage im Allgemeinen , denn der Gedanke liegt nicht fem , dass es 
hierbei einen Unterachied mache, ob die beiden Doppelpuncte auf demselben Zweige, liegen 
oder nicht Es beträgt aber die noch übrigbleibeMle RcdnetiM: 

^-l){«(ji--l) — Igig^l) - 5j — 5Cf-l)j«(«-l) -- 5(^1)1 

* ij<y-l){jf(y+» — 10| s r. 
Wir wollen , der Kürze halber. 
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setzen, dann h«ken wk s'^-s'ssSy und die obige Anzahl der Doppeltangenten , welcbe der 
^fache Punct unmittelbar verscblingt , ist durch den folgenden Ausdruck gegeben : 

4j' + 8*' == r. 

In Beziehung auf diesen Ausdruck bemerken wir Folgendes. Es lassen sSrb Oberhaupt 
die lg(g — 1) Doppelpuncte auf ^malige Weise paarweise zusammenstellen. Von diesen Dop- 
pelpuncten liegen (jf — 1) auf jedem Zweige ; diese lassen sich auf |(jr—l)(^—2)malige Weise 
zu zwei combiniren^ wonach unter s Combinationen s' Combinationen von solchen zwei 
Puncten, die demselben Zweige und also 8 Combinationen von Puncten, die zwei verschie- 
denen Zweigen angehören, sich befinden. Wir kommen auf diesem Wege zu der wahr- 
scheinlichen Erklärung, dass jede Combination zweier derjenigen Doppelpuncte, in welche der 
^fache Punct sich auflösen lässt, je nachdem diese Puncto auf zwei verschiedenen oder auf 
demselben Zweige liegen, vier oder acht Doppeltangenten fortnimmt. Es würde eine 
grosse Divinations - Gabe dazu gehören , ohne einen analytischen Fingerzeig ein solches Re* 
sultat aus unmittelbarer Anschauung herzunehmen, und viel Kühnheit, bloss auf diese gestützt, 
es zu behaupten. — 

91. Wir können die Formeln der 87. Nummer, nach dem ihrer Construction zu Grunde 
liegendem Princip , auch unmittelbar auf denjenigen Fall erweiteniy dass die Curve mehrere 
vielfache Puncto und neben diesen zugleich auch Doppelpuncte und Spitzen erster Art hat. 
Wir wollen hier aber nicht über dreifache Puncto hinausgehen. 

Wenn eine Curve der n. Ordnung w dreifache Puncto aber keine Doppelpuncte hat, so 
bestehen die folgenden Zahl - Bestimmungen : 

JR = «(n— 1) — 6w , 

V = 3ii(ii— 2) — 18fr, 

u = X|i(ji— 2)(«2— 9) — 6«?(Ji(ii-l) — 8) + 18iP(iP— 1) , *) 

fi = m(m— 1) — Sic — St. 

Für Curven der 6. Ordnung ergeben sich hier die folgenden drei Falle : 

tr=:!f, lR-84, t^s54, u^ 19^, 
IT = 2, »I == 18, t?t=3e, «=96, 
19 = 3, 91 =2 13, r = 18, u - 96. 

Wir könnten auch tr = 4 setzen , und erhielten dann : 

m ^ e, t? = 0, II = 12. 

In diesem Falle aber löset sich die Curve der 6. Ordnung in ein System dreier durch die- 
selben vier Puncto gehenden Kegelschnitte auf, welche, in Vebereiif Stimmung mit den letzten 
Resultaten , keine Wendungspuncte und zu je zwei vier gemeinschaftliche Tangenten haben. 

92. Wenn eine Curve, neben w dreifachen Puncten, zugleich noch x Doppelpuncte und 
Jf Spitzen erster Art hat, so ergibt sich das System der folgenden vier Gleichungen: 



*) Die Rcdudlon in diesem Felle iit Mmlich offenbar dai tvfeche dbrjenlgea , dt« ia dem FiiUe eloce 
•Intiien dreifachen Punctei Stett findet, weniger 36 Mal (^n drelfaeli? Puncto haben 36 ge- 
ineiasohaaUcUe Psaudo • Tangesten} die Aniahl der Combinationen der w dreifachen Piincle au 

airei« 
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= «<«— 1) — Ät — ajjf — 9wj 
V = 3ii(ii— 3) — 6ar — fi^ — ISWj 
u = inCfi— 2)(ii^'9) — (2x+%K«(ii— 1) — 6) — 6ar(ii(ii-l) — 8) 

n «a »(m— -l) — 2« — Sr. 

Bei Curven der 5. OrdnuDf mit einem dreifkchen Puncte stellen sich hiemach die 
feigenden möglichen Fälle heraus: 
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Die Entwicklungen des vorstehenden Paragraphen könnten wir weiter verfolgen, unii 
insbesondere auch auf diejenigen Falle ausdehnen, wo, indem die Tangenten eines mehrfz* 
chen Punctes alle oder zum Theil zusammenfallen, die Curve in diesem Puncto irgend eine 
der mannigfaltigen Gestaltungen erhält, die überhaupt möglich sind und mit denen wir uns 
im ersten Paragraphen dieses Abschnittes beschäftigt haben. Doch diese Untersuchungen wür- 
den uns hier eu sehr ins Besondere führen. Wir brechen dieselben darum hier ab. — 



§. 5. 

IJelier Doppel-Tanir^iiteii der Cnrven« iMaorern wntiu. alcli diese dnreli einen Pvne« 
besclirleben, vorstellt« Discusslon der all|remelnen fvlelchuiiff der Cnrven der 

vierten Ordnung- unter der Formt pqrs + fiSi^ = o. 

93. Sobald wir uns eine Curve durch eine gerade Linie umhüllt vorstellen und, dem 
entsprechend, durch eine Gleichung zwischen Linien - Coordinaten ausdrücken, so sind die 
Untersuchungen über Doppel-Tangenten den Untersuchungen über Doppelpuncte, wie wir sie 
in den ersten Paragraphen dieses Abschnittes, wo wir uns die Curve, als durch einen Punct 
beschrieben, vorstellen, ganz analog, und alle bisher gewonnenen Resultate lassen sich 
durch das Princip der Reciprocität unmittelbar übertragen. Eine ganz andere Gestalt aber 
nimmt die Frage an , wenn wir die bisher vorzugsweise zu Grunde gelegte Vorstellung von 
der Beschreibung einer Curve durch einen Punct und die Darstellung derselben durch Punct- 
Coordinaten (wenn wir wollen, gewöhnliche Parallel-Coordinaten) festhalten, und dann nach 
den Doppel-Tangenten der Curve fragen. Hierüber existiren, soviel ich weiss, noch keine 
Untersuchungen. In der ersten Nummer des ersten Paragraphen dieses Abschnittes hake ich 
bereits darauf hingedeutet , wovon, im Allgemeinen, die analytische Bestknmung der Doppel- 
Taugeuten abhängt. Ich finde indess auf diesem Wege Schwierigkeit, auch nur die Anzahl 



§. 5. Doppeltangentea der Ciirven ^iter Ordnung. 229 

der Jk*ppeUT«igeiilen einer Curve der 4 (Maulte m hestimnea. *) Umere Belniehtiiiigs. 
weiMD geilBlteir «ns inioBe, diesen Gegenstand , so weil; er die Ciirven. dieser Ordnnng be* 



*) Um (licwasaljüsche BcfilJiiiaiung tu tnacbeiif hieUt aicli mir kein küfierer Weg dar» ali der fol- 
gende, der ana denaalben PriiKip liervergfht, auf welclie« Eoler, am Bode dea 19. Capiteta de« 
2.^ Buchet «einer Einleitung in die Analysis, seine EUminationf-Methode gegründet hat. 
Wenn wir zwisciien der Gleichung einer gegebenen Curve der vierten Ordnung: 

•ß, = F(q,p) a o, 
und der Gleichung; 

q mm xp + y, 

welche , bei gehöriger Bestimmung der beiden Coustanten x und y jede beliebige gerade Linie dar- 
stellen kann, die eine der beiden linearen Functionen, etwa q, eliminiren, so ergibt sieb eine Glei- 
chung Ton der folgenden Form: 

Ap* + Bp> .{. Cps 4. Dp + E ISS o. («) 

Die CoefGcienten in dieser Gleichung enthalten» neben den 14 linearen Constanten der gegebenen 
CurTe, die beiden unbestimmten Coefficienten bis lur 4. Potenz. Machen wir die doppelte Be- 
stimmung, dass die Torstehende Gleichung twel Paare gleicher Wurzeln habe, so erhalten wir da- 
durch zwei Bedingungs- Gleichungen zwischen den Coelficienten dieser Gleichung, welche zur Be- 
stimmung Ton X und y hinreichen. .Die bezögliche gerade Linie wird alsdann zur Doppel-Tangente 
und die beiden gleichen Wurzeln der vorstehenden Gleichung geben die beiden Beruh rungspuncte auf 
den beiden Doppel - Tangenten. 

Difierentiiren wir zuvörderst, um jene beiden Bedingungs - Gleichungen abzuleiten, die Glei- 
chung (a) , so kommt : 

4Ap» + 3Bp« + 2Cp + D » o , (b) 

und es bleibt nur noch übrig auszudrucken, dass die beiden Gleichungen (a) und (Jb) einen geraein- 
schafUidiea Factor des iwelten Grades beben. Stellen wir diesen durch : ^ 

pi-f-Fp + G, 
dar, so ergeben sich, indem wir durch T, U und V drei unbestimmte CoefGcienten bezeichnen, die 
Mgenden beiden Form- Bestimmungen: 

Ap*+Bp3+Cpt+Dp+R 

pi^TF^+i, - Ap'+Tp+L , 

4Ap«+3Bp«+2Cp+D ... .^. 
pt+Fp+G =*^P+V7 

and hieraus die -idealischa GieidHing: 

Ap*-fBp»-|>Cp»4>Dp.fE _ 4Ap»-MBp»+2Cp+D 
Ap*+lp+Ü ~ 4Ap.+V 

•welche bis zum 5. Grade ansteigt, und in welcher die CoefflcMnten aller elnselnen Potenaen von p 
, ferachwindea müsian. Hiernach liadeo wir die folgenden Relationen; 

A(V-4T+B) « o, 
BV-3BT— 4AU-I-2AC == o, 
CV-2Ct— 3BÜ-f-3AO =0, 
DV- DT -2Cl'+4AE «• 0, 
EV 9 DU. 
Wenn wir zwischen diesen fünf Gleichungen die drei unbestimmten CoefGcienten T, U und V eli- 
miniren, so erhalten wir die beiden verlangten Gleichungen. Eliminiren wir zuvörderst, durch 
Hülfe der letztem aus der zweiten, dritten ond vierten den CoefGcienten U, so kommt: 

V - 4T + B «= 0, 

(BD— 4AE)V — 3BDT + 2ACD s o , 

(CD-3BE)V — 2CDT + 3AD» «0, 

(D»—2CE)V — D'T + 4AED = o; 

und wenn wir femer, durch HQlfe der ersten Gleichung, T eliminiren, ergibt sich: 
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trüft^ direct ansngfrelfeii und inr gewisser HinsMkt mi lenchdpfen. Bei« Carren; der bitten 
Ordnung kann von Doppel-Tangentea Bock nicht 4ie Rede sein, weil dieEiisteui deiselben 
voraussetzt, dass.die Curve von einer geraden Linie wenigstens in vier Puncten geschnitten 
werde. Bei Curven der vierten Ordnung beträgt die Anzahl der Doppeltangenten plötzlich 
schon 28 und bei Curven höherer Ordnungen steigt dieselbe so schnell, das» von einer voll- 
ständigen Discussion derselben fQglich nicht mehr die Rede sein kann. 

94. Indem wir die vier Asymptoten einer Curve der vierten Ordnung in Evidenz tre- 
ten lassen, erhalten wir, nach den frühem Betrachtungsweisen, für eine solche Curve die 
folgende Gleichung: 

pqrs -i- /t'fii = o. 
Diese Gleichung. ist, weil sie vierzehn von einander unabhängige Constanten enthält, die 
allgemeine der Curven der genannten Ordnung. Scbreiben wir im zweiten Theile der vor- 
stehenden Gleichung, statt £ii , das Quadrat dieser Function, so bleibt sie vom vierten Grade 
und behält ihre vierzehn , von einander unabhängigen , Constafiten. Sie ist also , nach wie 
vor, die allgemeine Gleichung der Curven der vierten Ordnung. Die in der neuen Gleichung: 

pqrs + ^flj = , (1) 

vorkommenden Functionen erhalten aber, in Beziehung zur Curve, eine ganz andere Bedeu- 
tung , welche sich sogleich aus der Form dieser Gleichung ergibt. 

Die Gleichung (1) wird auf viermalige Weise befriedigt , indem wir . 

p = 0, 

^ "~ ' > und zugleich flj = o, 
r == 0, ' ® * ' 

• s =5 o, 

setzen. Jede der vier geraden Linien P, Q, R und S, welche den vier linearen Functionen 
p, q, r und s entsprechen , schneidet also die gegebene Curve vierter Ordnung so , dass die 
jedesmaligen vier Durchschnittspuncte paarweise zusammenfallen und zwar in den beiden 
Durchschnittspuncten derselben geraden Linie mit dem, durch die folgende Gleichung^r"* 

dargestellten Kegelschnitte. Hieraus folgt , dass die genannten vier geraden Linien, im All- 
gemeinen, Doppel-Tangenten der gegebenen Curve vierter Ordnung sind und dass ein 
und derselbe Kegelschnitt iii, durch die viermal zwei Bertthrungspuncte auf diesen vier Dop- 
pel-Tangenten geht. Wenn wir also drei Doppel-Tangenten, P, Q, R, einer gegebenen Curve 
der vierten Ordnung kennen und auf jeder der beiden ersten, P, Q, die beiden und auf der 
dritten, R, einen der beiden Berührungspuncte : so können wir durch diese fünf Puncte immer 
einen einzigen Kegelschnitt legen. Dieser Kegelschnitt, i}:, schneidet alsdann die dritte Tan- 
gente R auch noch in ihrem zweiten Berührungspuncte mit der gegebenen Curve vierter 
Ordnung. Derselbe Kegelschnitt schneidet diese Curve ausserdem noch in zwei Puncten; die- 
jenige gerade Linie, welche diese beiden Puncte verbindet, ist die vierte Doppel - Tangente 
S und die beiden Puncte selbst die Bertihrong^uncte auf ihr. 



(BD— 16AE)V + (8AC.-3B»)D » o, 
(CD— 6BE)V + (6AD— BC)D as o , 
(3D»— 8CE)V 4- (16AE— BD)D ss o. 

Hiernach brauchen wir blosi die drei Wertbe für -r aus diesen Gielchungeo 2U nehmen und ein* 

ander gleich zu seUen.^ 
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' Die Fontf ier Gfeiehung^ (1) sfoidit «ko, neil- diese Gleichui^ die notliweiidige und 
14nrei€h#Mle AlixaU von CeastMleD eiifBcliUeMity dM naehst^hendeo Smia ans i 

• Die drei Pa^re ri^n Besfihru^gspuiieteii aqf irgend drei Doppel-Ta»- 
gjettten. einer gegebenen Curve vierter Ordnung bilden ein selcbes 
Secbaeck,: «m welches ein Kegelschnitt eieh beschreiben lässt Det- 
a-elbe Kegelschnitt giBht ausserdem auch noch dnreh 4ie beiden Beruh«- 
rnng^pttjicte auf einer vierten Doppeltangente. 

Ww Wenn. wir in der Gleichung der Curve den constanten Coeffidenten isoliren, s^ 
kommt : 

Auf welchen Runot die Function Qx auch besogen werden aug , der Werth von i2| bleibt 
immer positiv ; für eine gegebene Curve hat fi einen gegebenen ICevth. Hiernach neigt die 
vorstehende -Gleidumg, dass, wenn fttr verschiedene Puncto der Curve die vier linearen 
Punctionen' p, q, r und s ihr Zeichen ändern, diess immer nur in der Art gescheheh kann, 
dass das Zeichen des Productes aller vier immer dasselbe bleibt. Um also von einem Puncto 
der Curve au einem andern zu gelangen , mttssen wir nothwendig eine gerade Anaahl der 
vier Doppel'Tangenten P, <), R und S aberschreiten, wenn überhaupt eine von diesen Tan- 
genten ttberschrittctt wird. Wenn wir also irgend einen Flmct der Curve kennen und diese 
vier Doppdtangenten derselben gegeben sind, so können wir unmittelbar darttber entsdiei« 
den, in wekhen der elf von diesen Doppel-Tangenten gebildeten Flichen-Raumen die Curve 
sich erstrecken kann. 

96. Jede der vier geraden Linien P, Q, R und S kam, unabhängig von den drei übri- 
gen, den Kegelschnitt iiz in swei reeMen Puneten schneiden, diesem Kegelschnitte gar nicht 
begegnen oder endlich denselben berühren. Es sind, dem entsprechend, in der Voraussetzung, 
dass die Doppel-Tangenten, und hiernach auch die linearen Functionen p, q, r und s reell 
sind , in Beziehung auf jede der Doppel-Tangenten, drei verschiedene FaHe zu unterscheiden. 
1) Zwei reelle Zweige der Curve berühren die Doppel- Tangente in zwei verschiede- 
nen Puncten; 

i) die beiden Ciarven - Zweige und zugleich nut ihnen also auch die beiden Beruh- 
rungspuncte sind imaginär; 

3r) die beiden Berfthrungspunete faUea, in dem Uebergangs • Falle , zusammen. 

So wie. die beiden Durchschaittspuncte ek^r geraden Linie mit dem Kegelschnitte il^ 
nothwendig beide redl oder beide imaginär sind , so sind aach die beiden Curven • Zweige, 
welche eine Doppel-Tangeate bertthren, beide reell oder beide imaginär. In dem Uebergangs- 
Falle ist von den beiden Bratreokungen jedes der beiden . berührenden Curven - Zweige , vom 
Beriihrungspuncte aus, die eine verschwunden ; die übrig gebliebene des einen Zweiges setzt 
aidi in der übrig gebliebenen des andern Zweiges fort, so dass diese beiden Zweige, welche 
wir ans als eiaen einsigen Zug bildend vorsteilen können, durch einen einzigen ersetzt wer- 
dlen, der i« demjenigen Pnncte, in welchem die beiden Berührnngspuncte zusammengefallen sind, 
ron der Dopfel-Tangenle vierpunetig osculirt wird. Zugleich gewinnen wir 
auf diesem Wege die Anschauung , wie in einem solchen Osculationspuncte zwei Wendungs» 
puncto sieh vereinigen.. 

Qer Uebergang von reellen zu imaginäzen Berührungspuncten auf einer reellen Doppel* 
Tangente setzt hiernach voraus, dasa die beiden reellen Zweige diese Doppel -Tangente auf 
dknelben Seite berühren. Ob überhaupt diese Berührung auf derselben odor auf entgegen, 
gesetzter Seite einer DoppeUTangente P Statt fndet, .ergibt sich unmittelbar, wenn wir 
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berflcksichtifren , iri^, mf dieser DoppeUTangeale (He beide* Pmictlev Ki mii lii in welchen 
sie von dem Kegelschnitte Si. gcschn\iim wird, in Besiehaof «nf ihre drei Dorchschftiftte ^f, 
Ri und Si, mit den drei xugehdrigen DoppeUTangehteu Q, R und S liefen. Liegt keiner 
dieser drei letztgenannten Punete oder liegen ZM'ei derselben zwischen den • beiden Puncten 
Kt und K2 , so berühren z^'ei reelle Curven - Zweige die fragliche Doppel . Tangelite F 
auf derselben Seite. Liegt hingegen einer der drei Puncle Qi, Ri und St, oder liegen diese 
Puncte alle drei «wischen Kt und Kr, sa berflhrea die beiden reellen Curven - Zweige ihre 
gemeinschaftliche Tangente F auf entgegengesetzter Seite. Diese Behauptung ist eine un- 
mittelbare Folge aus den Bemerkungen der vorigen Nummer. 

Die Situatious-Bestimmungen, die mr so eben in Beziehung auf die Doppel-Tangente P 
gemacht haben, fibertragen sich unmittelbar auch auf die drei zugehörigen Doppel-Tangenten 
Q , R und S. Wenn, j^um Beispiel, der Kegelschnitt iij die Darchachnittspnncte je zweier der 
vier Doppel - Tangenten alle sechs umschliesst, so wird jede dieser Doppel -Tangenten auf 
entgegengesetzter Seite bertthrt. Jede derselben wird beidesmal auf dersriben Seite bertthrt, 
wenn diese vier Doppel-Tangenten etwa ein Trapez bilden , dessen Seiten den' Kegelschritt 
ü^ so schneiden , dass die vier Winkelpuncte ausserhalb desselben liegen. 

Die Form der Gleichung (1) zeigt , dass auch dem nichts entgegensteht , dass die Dop- 
pel-Tangenten P, <^, R und S atte vier in demselben Puncte sich schneiden, und insbeson- 
dere audi alle vier parallel «nd. Den Lauf der Curve können wir hier' im Al^emeinen 
leicht bestimmen. 1 .. 

97. Jede der fraglichen Doppel- Tangenten kann allein fOr sich und 'zugleich mit an- 
dern eine vierpunctig osculirende sein. Insbesondere können auch alle vier osculirende sein, 
was dann der Fall ist, wenn der Kegelschnitt ^ die geraden linien P, Q, R und S alle 
vier berührt. Aus dem ersten Tbeile des Satzes der 94. Nummer folgt, däss, #enn eine Curve 
der vierten Ordnung drei vierpunctig osculirende Tangenten hat, ein und derselbe Kegelschnitt 
diese drei Tangenten in den drei Osculationspuncten bertthrt. Dieses Resultat können wir 
auch auf die nachstehende Weise ausdrücken. * 

Wenn eine Curve vierter Ordnung drei vierpunctig osculirendie Tan- 
genten hat, so schneiden sich diejenigen drei geraden Linien^ welche 
man erhalt, wenn man den Durchschnitt je zweier dieser Tangenten mit 
dem Osculationspuncte auf der dritten verbindet, in demselben Puncte. 

96. Wenn sich zwei der vier geraden Linien P , Q , R und S , etwa die beiden ersten, 
in demselben Puncte des Kegelschnittes Q2 schneiden , so muss die Curve ' vierter Ordnung, 
wdche durch die Gleichnng (1) dargestdlt wird, damit auf jeder der beiden geraden Unten 
P und Q zwei Durcbscbnittspuncte zusammenfallen, einen Doppelpunkt* haben, der in den 
Durchschnitt dieser Linien fällt Diese Linien selbst sind hiernach gWü • Tangenten , welche, 
ton dem Doppelpunote ans,' an* die Carve gelegt sind. 

Wenn der Kegelschnitt Q2 durch zwei der sechs Durcbsehnittsj^undte der vier geraden 
Linien P, Q, R und S geht, so' hat dieCnrve- zwei Doppelpnueee, wcAche- 'mit 4ieeen 
beiden Durchsohnitten zusammenidlen. Bs kann hieriiin doppetter^' Fail StBÜ' iknden: Ba 
wird entweder eine j^er 'geraden Linien , etwa P , von zwei der >drd ahdipn ^ ^wa von Q 
und R auf dem Kegdsohnitte £2 geschnitten, oder es schnetden sich^idie iKer^^(tfadtn Linien, 
paarweise, etwa P und Q, R und S, auf diesem Kegelschnitte. Im ersten Falle ifetiP <diejer 
itige gerade Linie, ii-elche 'die -beiden Boppelpuncte verbindet, Q und R.;aiulnt9el Tabgen- 
ten, weiche, von den beiden Doppelpuneten ans,' an die.Curve.gelegt'Sindy' wahrend <4S: eink 
eigehtlicbe DoppeUTangente geblieben • ist Im zweltan Falle sind F und Q zfrei's von dem 
einen , und R. und S zwei , von den andern Doj^päpunete ans , an die Curve y ri egt en- Tan.» 
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genten. bi ersten Falle erhalten wir , indem wir eine neue lineare Function t einfuhren, 
unmitAelbar die folgende Form-Bestininiung : 

^2 = pt + xqr, 
und mithin für die Gleichung der Curve selbst die folgende mit ihren nothwendlgen 

•— ^ — 2 = 12 Constanten : 

pqrs + f<(pt+xqr)^ = o. 

Im zweiten Falle können wir, nach Einführung dreier constanten Coefficienten, 

fl^ = p(r+^s) + xq(r+Vs) 

setzen und erhalten alsdann für die Gleichung der Cunre die folgende mit den nothwendlgen 

12 Constanten: 

pqrs + f<[p(r+^8) + xq(r+Vs)]\ 

Wenn der KegelschnitI; ^2 durch drei der sechs Durchschnittspuncte der vier geraden 
Linien P, Q, R und S geht, die natürlich nicht in gerader Linie liegen können , so hat die 
Curve drei Doppelpuncte. Wir haben hier wiederum eine doppelte Unterscheidung zu 
machen. Es können die drei Durchschnittspuncte die Winkelpuncte des von irgend drei der 
vier geraden Linien, etwa von P, Q und R, gebildeten Dreiecks sein, oder auch drei Win- 
kel puucte irgend eines der drei , von jenen vier Linien .gebildeten, einfachen Vierecks, etwa 
die Durchschnitte von P mit Q und von R mit P und S. Im ersten Falle sind die geraden 
Linien P, Q und R diejenigen, welche die drei Doppelpuncte zu je zwei verbinden, 
während S eine eigentliche Doppeltangente bleibt Im zweiten Falle verbinden P und 
R den einen Doppelpunct mit den beiden andern, während Q und S zwei solche Tan- 
genten der Curve sind, welche bezüglich durch die letztgenannten beiden Doppelpuncte ge- 
hen. Im ersten Falle können wir die Function i^j auf nachstehende Art näher bestimmen: 

ßj = pq + xpr 4- ^qr, 

4 7 
und erhalten alsdann, für die Gleichung der Curve, die nachstehende mit den r-^ — 3= 11 

nothwendlgen Constanten: 

pqrs + /4(pq-Hqfr4-Aqr)2 = o. 

Im zweiten Falle können wir 

ßj = p(r+Xs) 4- yfqjt 

setzen, wonach die Gleichung der Curve die folgende Form mit den nothwendlgen 11 Con- 
stanten annimmt: 

pqrs + /"[p(r+As)4'xqr]* = o. 

Es kann endlich der Kegelschnitt Qj auch durch vier der sechs Durchschnittspuncte 

der geraden Linien P, Q, R und S gehen, etwa durch die vier Durchschnitte von P und S 

mit Q und R. Dann erhalten wir: 

^2 = ps + xqr , 

wonach die Gleichung der Curve , welche dann nur noch 10 Constante einscbliesst , die fol- 
gende wird: 

pqrs + Kv^^vy = ® f 
die wir auch folgeadergestalt schreiben können: 

Hieraus ist ersichtlich , dass die Gleichung der Curve in dem fk'aglichen Falle in zwei Glei- 
chungen des zweiten Grades sich auflöset, die reell oder imaginär sind, je nachdem 

4^x + 1 > o oder 4^x -f 1 < o. 

Wir finden also auch hier die Bestätigung davon, dass eine Curve vierter Ordnung , wenn 
sie vier Doppelpuncte hat, in zwei, reelle oder imaginäre Kegelschnitle zerfiült 

30 
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99. Wir wollen fortfahren, die einzelnen untergeordneten Fälle 'hervorzuheben. 
Wenn eine der vier geraden Linien, etwa P, die Curve berührt und augkioh eine der 

übrigen , etwa Q , durch den Berührungspunct geht , so wird die Curve von P in vier zu- 
sammenfallenden Puncten geschnitten und hat zugleich im Durchschnitte von P und Q einen 
Doppelpunct. In diesem schneiden sich also zwei solche Curven - Zweige , von welchen der 
eine in demselben einen Wendungspunct mit der Tangente P hat Die Gleichung der Curve 
hat alsdann von ihren Constanten, der doppelten Beziehung der beiden Linien P und Q zum 
Kegelschnitte ßj wegen, zwei verloren. v 

In dem Falle der folgenden Form mit nur 10 Constanten : 

pqrs + /^(pq+xr')^ = o 

hat die Curve zwei Doppelpuncte in den beiden Durchschnittspuncten der Linie R init den 
Linien P und Q. Zwei Curven - Zweige haben beide einen Wendungspunct in. den beiden 
Doppelpuncten und bezüglich P und Q zu Tangenten. 

100. Die folgende Form mit 12 Constanten: 

p'qr + f4i2l = 

ist die allgemeine der Gleichung einer Curve der vierten Ordnung mit zwei Doppelpun- 
cten. Die gerade Linie P ist alsdann diejenige, welche die beiden Doppelpuncte verbindet, 
und den Kegelschnitt Q2 in diesen Doppelpuncten schneidet Zugleich mit den Durchschnit- 
ten der Linie P und des Kegelschnittes, werden auch die beiden Doppelpuncte imaginär. 

Die beiden Doppelpuncte fallen, wenn die Linie P den Kegelschnitt ^2 berührt, in den 
Berührungspunct zusammen. Alsdann hat die Curve zwei Zweige, welche sich be- 
rühren und P ist ihre gemeinschaftliche Tangente. Die beiden geraden Linien Q und R 
sind irgend zwei beliebige Doppeltangenten. Sie können insbesondere auch vierpunctig oscu- 
lirende Tangenten sein, oder auch in einem neuen Doppelpuncte der Curve sich schneiden« 

101. Die folgende Form: 

p^q + ^ß|=o, 

schliesst 10 Constante ein, und zeigt, dass die bezügliche Curve von dem Kegelschnitte Hz 
so geschnitten wird, dass von den acht Durchschnittspuncten zwei auf Q liegen und zwei- 
mal drefauf P zusammenfallen. Diesem entspricht, dass die Curve zwei Spitzen erster 
Art hat , dass die gerade Linie P diese beiden Spitzen yerbindet , dass der Kegelschnitt i^ 
durch diese Spitzen geht und die beiden Tangenten derselben zugleich auch Tangenten dieses 
Kegelschnittes sind ; dass endlich die gerade Linie Q eine Doppel - Tangente der Curve ist 
und die Bertthrungspuncte auf ihr ebenfalls auf dem Kegelschnitte ii^ liegen. ^) Diese Dop- 



«.♦ 



*) Vielleicht ist es nicht ganx fiberflussig, den Ner? dieser und aller Slinlichen Bestimmungen, noch 
deutlicher in das rechte Licht zu stellen. Dass die Gleichung des Textes eine Cunre der fragli- 
chen Art darstellen kann, ist aus ihrer Form erwiesen; dass sie eine solche Curve aber 
wirklich darstellt, folgt daraus, dass diese von gerade so vielen Coostanten abhtegt ah die 
Form dieser Gleichung einschliesst Es können zwei, auf zwiefache Art particularisirte Curven, wel- 
che von derselben Anzahl von ConSlint«a abhangen, nicht durch dieselbe Form ausgedrückt wer. 
den, wenn diese nicht überzahlige ConsUnten enthält Denn die Parlicularisalion der Curve hält 
mit der Particularisation der Form ihrer Gleichung gleichen Schritt, in der Art, dass jede Constante, 
welche diese verliert, eine bestimmte Particularisation der Curve hervorruft. Wenn daher Alles, 
was eine Curve particularisirt , in der Form ihrer Gleichung ausgedruckt ist, so kann diese Glei- 
chung nicht mehr ConsUnten haben, als die Anzahl derjenigen Constanten betragt, von denen die 
parücularlsirte Cnrve abhängt Sie kann weniger ConsUnUn haben , dann aber ist ihre Foim 
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pel-Taugente ist nach der Tabelle der 74 Nummer die einzige der Curve, und also immer 
reell. Die B^ilbningspuncte auf ihr können indess, je nachdem sie dem KegelschniU £2^ be* 
gegnet oder nichl;, oder ihn bertthrl, reell oder imaginär sein, oder, indem sie in eine vier- 
punctig osculirende Tangente übergeht, zusammenfallen. 

Wenn die Linie P insbesondere den Kegelschnitt ^ berührt, so erhalt die Curve, dem 
Zufiammenfallen der beiden Spitzen erster Art entsprechend, zwei sich einander, so wie den 
Kegelschnitt iii dreipunctig osculirende Zweige, welche die Linie P zur gemein* 
samen Tangente haben. Die Linie Q bleibt , nach wie vor , die einzige Doppel - Tangente 
der Curve. Der Satz der 94 Nummer verliert hier seine Bedeutung, weil immer ein Kegel- 
schnitt sich beschreiben Usst, der den einen und also auch den andern der beiden sich oscu- 
lirenden Curven -Zweige im Osculationspuncte dreipunctig osculirt und zugleich durch zwei 
gegebene Puncte , die beiden B^tthrungspuncte auf Q , geht. 

108. Der Kegelschnitt ilj k^n in ein System von zwei geraden Linien ausart^en, und 
diess wird jedesmal dann geschehen, wenn auf drei Doppel-Tangenten der Curve drei Bertth- 
rungspuncte in gerader Linie liegen. Dann ist die allgemeine Gleichung der Curve die fol- 
gende mit 13 Constanten : 

pqrs + /*t-u^ = 0. . ' 

Diese Form enthält also den folgenden Satz : 

Wenn auf irgend drei Doppel-Tangenten drei Berührungspuncte in 
gerader Linie liegen, so liegen die drei zweiten Berührungspuncte auf 
einer zweiten geraden Linie und diese beiden geraden Linien schneiden 
die Curve noch in zwei, immer reellen Puncten, in welchen dieselbe von 
einer vierten Doppel-Tangente berührt wird. 

Die beiden geraden Linien T und U können sowohl reell als auch imaginär sein. In 
dem letztem Falle reduciren sie sich auf ihren, immer reellen, Durchschnittspunct. Die letzte 
Gleichung können wir alsdann durch die folgende ersetzen: 

pqrs + ^(t^x^u^^ = o. 
Es ist klar , dass in dem Falle , wo die beiden fraglichen geraden Linien reell sind , j e d e 
der vier Doppel -Tangenten die Curve in zwei reellen Puncten berührt; dass aber in dem 
Falle , wo diese beiden geraden Linien imaginär sind , auch die Berührungspuncte auf den 
vier Doppel - Tangenten I alle acht zugleich, imaginär werden. Den untergeordneten 
Fall» dass die beiden geraden Linien T und U zusammenfallen, werden wir in der folgen- 
den Nui|imer besonders hervorheben. 

Wenn eine der vier Poppel-Tangenten durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien 
T und U geht, so schneiden sich in diesem Puncte zwei reelle Curven - Zweige , von denen 
der eine, mit der Tangente P, in demselben einen Wendungspunct hat Die geraden Linien 
Q, R und S sind drei gewöhnliche Doppel -Tangenten, berühren aber die Curve entweder 
alle drei zugleich, in reellen oder, alle drei zugleich, in imaginären Puncten. Die allge- 
meine Gleichung der Curve , mit den 12 nothwendigen Constanten ist die folgende : 

(t+jeu)qrB' + ^t^u' = o. 



Dicht die allgemeine der fraglichen Curreo und bezieht sich also auf Curven, die mehr noch parti- 
culariiirt sind. 

Je weit«r wir in unsern Untersuchungen vordringen , desto mehr werden wir davon durch- 
drangen, wie gross die Rolle ist, welche in denselben das Zählen der Constanten spielt. Dieses 
Zählen ist eine so einfache Sache , aber ohne zu zählen « würden wir ofl in Unbestinimtheit uns 
verlieren. 
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Wenn zug^leich swei der vier Doppel - Tang^enten, etwa P und Q, durch itrn Durchschnitt 
der beiden g^eraden Linien T und U gehen, so haben beide Curven* Zweige sugieich in dem 
Doppelpuncte einen Wendungspnnct P und Q sind die beiden Tangenten des Wendungspun- 
ctes ; R und S zwei gewöhnliche Doppel-Tangenten, welche beide die Curve in reellen oder 
beide in imaginären Puncten berühren. Allgemeine Form mit 11 Constanten: 

(t4-w)(t+>c'u)rs + ^t^ü^ = 0. 
Die beiden Tangenten P und Q können sowohl imaginär als reell sein. 

Zugleich erhalten wir, da eine Curve mit einem Doppelpuncte der fraglichen Art, allein 
dieses Punctes Wegen, drei ihrer Coristanten verloren hat, den folgenden Satz: 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung einen solchen Doppelpunct 
hat, in welchem zwei ihrer Zweige, beide mit einem Wendnngspuncte, 
sich schneiden, so ordnen sich die Doppel-Tangenten der Curve in der 
Art paarweise zusammen, dass man die beiden Bertthrungspuncte auf 
einer Doppel-Tangente jedes Paares mit den beiden Berührungspuncteii 
auf der andern Doppel-Tangeute desselben Paares durch zwei gerade 
Linien, welche in dem Doppelpuncte sich schneiden, verbinden kann. 

Wenn die beiden Tangenten P und Q zusammenfallen, so hängt die Curve nur von 10 
Constanten ab und ihre Gleichung nimmt die nachstehende Form an: 

(t+xu)2rs + fit^u^ = o. 
Die Curve hat alsdann zwei sich berührende Zweige, wozu aber noch, weil dadurch allein 
die Anzahl der Constanten sich nur auf 11 reduciren würde, die neue Bedingung kommt, 
dass zwei Berührungspuncte auf zwei Doppel -Tangenten , R und S, mit dem Berfihmngs- 
puncte der beiden Curven - Zweige in gerader Linie liegen. Dann liegen auch die beiden 
übrigen Berührungspuncte, auf den beiden Doppel-Tangenten, mit dem Berührungspuncte der 
beiden Curven - Zweige in gerader Linie. 

Wenn drei der vier Doppel-Tangenten, nach unserer ursprünglichen Bezeichnung, etwa 
P, Q und R durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien T und U gehen, so fallen auf 
jeder derselben , in diesem Durchschnitte , vier Puncte zusammen. Die Curve hat alsdann 
einen dreifachen Punct; die bezeichneten drei geraden Linien P,Q und R sind die drei 
Tangenten dieses Punctes, wälirend S allein eine eigentliche Doppel-Tangente geblieben ist. 
Es ist klar, dass auch hier, je nachdem die beiden geraden Linien T und U reell oder ima- 
ginär sind, diese Doppel -Tangente die Curve in reellen oder imaginären Pnncten berührt. 
Die Gleichung der Curve mit den, vom vorliegenden Falle geforderten, 10 Constanten ist #ie 
folgende : 

(t+xu)(t-fx'u)(t+x"u)s + /itCvL^ = 0. 

Es werden also die drei Tangenten des dreifachen Punctes durch die drei Gleichungen: 

t + XU = O , t + XU = o , t + x u = o , 

dargestellt. Es können von diesen drei Tangenten zwei imaginär sein. Dann geht ein 
Zweig der Curve durch einen conjugirten Punct derselben , so dass dem Auge die Singula- 
rität sich verbirgt. 

Wenn zwei der drei Tangenten des Doppelpunctes zusammenfallen, und demgemäss eine 
Spitze erster Art auf einem Zweige der Curve steht, so geht die Gleichung der Curve, in« 
dem die Anzahl ihrer Constanten sich auf 9 reducirt, in die folgende über: 

(t+xu)2(t4-xu)s + fii^n^ s= 0. 

Endlich können auch die Tangenten des dreifachen Punctes alle drei zusammenfallen; 
dann geht nur ein einziger Zweig der Curve durch diesen Punct Die Gleichung der Curve, 
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* mit den 8 nothwendifea Constaiiten, ist dann die folgende: 

(t+srn)' + fii^n^ = o. 

108. Wenn die beiden, den Kegelschnitt Q2 vertrelenden geraden Linien in eine ein- 
sige zusammenfallen , so ergibt sich die fiilgende Form mit 11 Constanten : 

pqrs -f fii^ = 0. 
Alsdann hat die bezflglicbe Cunre vier vierpunrtig osmlirende Tangenten, und die vier Os- 
eulationspuncte auf diesen vier Tangenten liegen in gerader Linie. Zugleich ergibt sich, weil 
die Form der vorstehenden Oleichnng nur drei Constante verloren hat , der folgende Satz : 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung drei vterpunctig osculirende 
Tangenten hat,' vnd anf diesen die Osculationspuncte in gerader Linie 
liegen, so hat sie auch noch eine vierte solche Tangente und dieselbe 
gerade Linie geht auch durch den Osculationspunct auf dieser. 

Wenn sidi nwei der vier Tangenten auf der geraden Linie T schneiden, so geht die 
Gleidiung der Curve, indem sie nur 10 Constante behalt, in die folgende Aber: 

p(p+Xt)rs + ^t* = 0. 
Die Curve hat alsdann einen Doppelpunct und die Zweige dersdben, weldie in diesem Dop- 
pelpuncte sich schneiden, haben in demselben beide einen Weiulnngspunct. Damit aber die An* 
sahl der Constanten , von welchen eine «olche Curve abhangt, auf 10 heruntersinke, bedtfr*- 
fen wir noch einer Bedingung und diese finden wir darin , dass die Curve eine vierpnnctig 
osculirende Tangente habe. Hiemach tritt uns zugleich« der nachstehende Satz entgegen : 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung einen solchen Doppelpunct, 
in welchem zwei ihrer Zweige, beide mit einem Wendungspuncte, sich 
schneiden und zugleich eine vierpnnctig osculirende Tangente hat, so 
hat sie ausserdem noch eine zweite solche Tangente, und die beiden 
Osculationspuncte auf diesen beiden Tangenten liegen mit dem Dop- 
pelpuncte in gerader Linie. 

Die beiden Tangenten P und Q können reell und imaginär sein und insbesondere auch 
zusammenfiJlen. In diesem letztem Falle erhalten wir die folgende Form mit 9 Constanten : 

p^rs -4- fii^ = 0. 
Die Curve hat alsdann zwei sich berührende Ziveige, und zwei vierpnnctig osculi- 
rende Tungenten , auf welchen die Bertthmngspuncte mit dem Bertthrangspuncte der beiden 
Zweige in gerader Linie liegen. 

Wenn drei der vier Tangenten , etwa P , Q und R , in demselben Puncte der Linie T 
sich schneiden , so ergeben sich die folgenden drei Formen , welche bezüglich von 9, 8 und 
7 Constanten abhangen: 

.p(p+xu)(p+x'u)s + ^t* = , 

P^(p4-ifU)s + jUt* =0,. 

p^ -f M"* = 0. 
Dann hat die Curve einen dreifachen Punct und ausserdem eine vierpunctig osculirende 
Tangente. Der dreifache Punct particularisirt sich hier, wie am Ende der vorigen 
Nummer. 

, 104. Wir haben noch nicht alle Formen erschöpft ; es können auch, indem wir wieder- 
um von der allgemeinen Form : 

pqrs -f fi^i = , (1) 

ausgehen, mehr als zwei der vier geraden Linien P, Q, R und S in demselben Pun- 
cte des Kegelschnittes A sich schneiden. 

Nach der 96. Nummer erhalt die Curve, indem sie eine ihrer Constanten verliert, einen 
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so erhaU die Ciirve neben einer gewöhnlichen Spitxe aweiler Art, einmal 
(100) einen gewöhnlichen Doppelpunct, das andere Mal (101) eine SpitJie er- 
ster Art 

106. Der Werth der Function i^^ wird , wenn swei der drei linearen Functionen unter 
dem Wurzel-Zeichen ) etwa p und q, für einen Punct der Curve beide sugleich unendlich 
Kleine Werthe der zweiten Ordnung erhalten, ebenfalls ein unendlidi Kleines dieser Ordnung^ 
vorausgesetzt, dass die beiden übrigen linearen Functionen, bezogen auf denselben Punct, 
endliche Werthe behalten. Die erstgenannten beiden linearen Functionen können zugleich 
aber nur dann für denselben Punct der Curve unendlich kleine Werthe der zweiten Ordnung 
haben , wenn die bezüglichen geraden Linien beide Tanf(;enten der Curve in jenem Puncte 
sind und also zusammenfallen. Dann erhalten wir also den schon am Ende der 100. Nummer 
bezeichneten Fall zweier sich berührenden Curven -Zweige. 

Es ordnet sich diesem Falle derjenige unter , wo , ausser dass zwei der vier linearen 
Functionen identisch geworden sind und für denselben Punct der Curve unendlich kleine 
Werthe zweiter Ordnung erhalten , für eben diesen Punct auch noch eine dritte der vier 
linearen Functionen unendlich klein wird. Diesem entspricht die nachstehende Fonn mit 10 
Constanten : 

p*qr + filt+^^aV = o- 
Die Function ^2^ hat alsdann einen unendlich kleinen Werth von der Ordnung 2| und 
also die Curve eine gewöhnliche Spitze zweiter Art. P ist die Tangente dieser 
Spitze , Q eine von der Spitze aus an die Curve gelegte Tangente , und R eine eigentliche 
Doppel - Tangente y auf welcher die Bertthrungspuncte reell und. imaginär sein und auch zu- 
sammenfallen können. 

Wenn wir weiter particularisiren und zu der folgenden Form mit 9 Constanten über- 
gehen : 

p2q(p+xq) + ^[p+i'2]' = o , 
so wird der Werth von Q2 ein unendlich Kleines der dritten Ordnung. Es hat die Curve 
alsdann zwei, reelle oder imaginäre, sich dreipunctig osculirende Zweige, mcI- 
che in demselben Puncte von dem Kegelschnitte Q2 ebenfalls dreipunctig osculirt werden. 
P ist die Tangente in diesem gemeinsamen Osculationspuncte , und die beiden übrigen in 
Evidenz tretenden geraden Linien, sind Tangenten , welche , von diesem Puncte aus , an die 
Curve gelegt sind. 

107. Wenn für denselben Punct der Curve drei der vier linearen Functionen unend- 
lich kleine Werthe der zweiten Ordnung erhalten sollen , so müssen sie , indem die ihnen 
entsprechenden geraden Linien eine Tangente der Curve in eben jenem Puncte sind , iden- 
tisch dieselben sein. Wenn alsdann die vierte lineare Function einen endlichen Werth behält, 
so wird ^2 ein unendlich Kleines der dritten Ordnung , und dann ergibt sich der schon am 
Ende der 101. Nummer betrachtete Fall einer Curve mit zwei sich dreipunctig os- 
culirenden Zweigen. 

Es ordnet sich diesem Falle derjenige unter , dem die folgende Form mit 8 Constanten 
entspricht : 

p'q + A<(p+^)= = 0. 
In diesem Falle wird , weil q für denselben Punct der Curve » für welchen p ein unendlich 
Kleines der zweiten Ordnung ist , ebenfalls unendlich klein wird , ^2 ein unendlich Kleines 
von der Ordnung 3|. Dann hat die Curve eine Spitze zweiter Art, welche 
von zwei solchen Zweigen gebildet wird , deren gegenseitige Annähe, 
rung von höchster Ordnung ist. 
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Wir wollen hier nicht mehr auf diejenigen Fälle zurückkommen , wo der Kegelschnitt 
£22 durch ein System von zwei geraden Linien vertreten wird und haben somit alle mögli- 
chen Arten von Singularitäten berührt, mit Ausnahme derjenigen Fälle, in welchen auf den 
Doppel-Tangenten ein oder beide Berübrungspuncte, oder in welchen die Doppel - Tangenten 
selbst unendlich weit rücken. 

108. Wenn eine Asymptote der Curve zugleich 4|e Curve berührt , so ist sie offenbar 
als eine Doppd-Tangente anzusehen, auf welcher ein Berührungspunct unendlich weit gerückt 
ist. Hierin Uiegt die Voraussetzung, dass der Kegelschnitt eine Hyperbel (oder insbesondere 
auch eine Parabel) ist und dass die fragliche Asymptote der Curve einer Asymptote dieser 
Hyperbel' parallel ist. Diesem Falle entspricht die folgende Form: , 

pqrs 4- fi ] (v^n)t + A j ^ = o. *) [13] (1) 

Es ist P die fragliche Asymptote, welche zugleich die Curve berührt und Q , R und S sind 
drei eigentliche Doppel -Tangenten. 

Aus der Partieularisation der vorstehenden Form gehen die folgenden Formen hervor: 

p(p+«)rs + fi I (p+7i)t + A } 2 «= o , [12] (2) 

p(p+a)(p+a )s + fi j (p+»)t + A ( 2 = o , [11] (3) 

p(p-Hc)(p+o')(p+tt") + /ti {(p+7i)t H- Xp =3 o. [10] (4) 

In dem Falle der Gleichung (2) hat die Curve einen. Doppelpunct , welcher nach der Rich- 
tung von P unendlich iweit liegt, oder, was dasselbe heisst, zwei mit dieser geraden Linie 
parallele Asymptoten. In dem Falle der Gleichung (3) hat die Curve, auf der durch die Glei- 
chung: p + n = o, dargestellten geraden Linie P in uuendliclier Entfernung eine Spitze er- 
sterArt. In dem Falle der Gleichung (4) berühren sich zwei vollständige, reelle oder 
imaginäre, Curven - Zweige auf der eben bezeichneten geraden Linie. 

Nach neuen Particularisationen ergeben sich die nachstehenden Formen : 

p'rs + iuj(p+»)t + Xp = 0, [11] (5) 

p'(p+a)s + /*}(p+7i)t + X|- = o, [lai (6) 

P'(P+«){P+«') + M \ (P+»)t + X } ^ ^ 0, [ 9 ] (7) 

p^s -f Aej(p-f/i)t + X}^ = 0, [9] (8) 

. pXp+a) + A'|(P+^)t + ^1' = 0. [8] (9) 

In dem Falle der Gleichung (ö) hat die Curve zwei Doppelpunct e, von reichender eine 
auf der Linie P, der andere nach der Richtung dieser geraden Linie unendlich weit liegt. 
In den Fällen der folgenden beiden Gleichungen ist der unendlich weit liegende Doppelpunct 
einmal eine Spitze erster Art, das andere Mal der Berührungspunct zweier vollstän- 
digen, reellen oder imaginären. Zweige, l^i dem Falle der Gleichung (8) hat die Curve zwei 
Spitzen erster Art, von welchen die eine die Linie P zu ihrer Tangente hat, Mährend 
die andere auf der geraden Linie (p+n=o) unendlich weit liegt. In dem Falle der letz- 



*) Der Kürze und Uebersichtlichkeit wegen ^ ist unmittelbar nacli jeder Gleichung die Anzahl ihrer 
Constanten bemerkt. 

Auch ohne die Form jeder einzelnen Gleichung des Textes besonders zu dlscutiren, ergibt 
sich, nach den vorhergehenden Nummern', ihre geometri&che Bedeutung sogleich, nenn wir erwii- 
gen , dass eine Asymptote des Kegelschnittes Sli als eine Tangente desselben, auf welcher der Be- 
rührungspunct unendlich weit liegt, und eine ihr parallele gerade Linie , als durch diesen Berüh- 
rungspunct gehend, so betrachten ist. Die früher betrachteten Singularitäten und liieraach, in den 
Fällen der nachstehenden Nuinmcrn , bloss aui einem Hyperbel - Zweige unendlich weit gerückt. 
Solche SingularitüUn sind übrigens im er&ten Abschnitte mit grosser, Ausführlichkeit behandelt 
worden. 

31 
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tejL Gleichuugr wird die unendlich ii eit liegende Spitee erster Art durch xwei vollständige, 
sich berührende Curven - Zweige vertreten. 

109. Wenn auf einer Doppel-Tangeute beide Beröhrungspuncte unendlich weit liegen, so geht 
sie in eine vierpunctig osculirende Asjmptote über. Die entsprechende Fprm ist die folgende : 

pqrs + iUJpt+Ä}2 = 0. 112] (10) 

Neuen Particularisationen entsprechen die folgenden Formen : 

p(p+«)rs -f /i*{pt + Ap =^ 0, [11] (11) 

P(P+«)(P+«)s + iwjpt + X}2 = 0, [lOl (12) 

p(p+«)(p4-«')(p+a") + i« { pt + A p = o. [ 9 ] (18) 

Die Curve vierter Ordnung hat in den Fällen dieser drei Gleichungen , 1) zwei parallele 
Asymptoten, von welchen die eine, P, die Curve dreipunctig osculirt, 2) zwei aufP 
in unendlicher Entfernung sich berührende Zweige, 3) eine geMöhnliche Spitze 
zweiter Art. 

M'enn wir weiter particularisiren , so treten uns die folgenden Formen entgegen: 

p^rs + /ujpt + A}2 = o, [10] (14) 

p^p+tt)s + /i{pt + ip = 0, [9] (15) 

P'(P+«)(P+«') + /* I pt + A } 2 « o, [ 8 1 (16) 

p's + lujpt -f Ap = o, [8] (ir) 

P'YP+«) + iujpt 4- Xp = o. [7] . (18) 

In dem Falle der Gleichung (14) bilden zwei in unendlicher Entfernung auf der Asymptote 
P zusammenfallenden Doppelpuncte einen Berührungspunct zweier vollständigen, reel- 
len oder imaginären Curven- Zweige, in dem FaUe der folgenden Gleichung hat die Curve 
in unendlidier Entfernung auf der Doppel - Asymptote P eine Spitze zweiter Art. In 
dem Falle der Gleichung (16) dsculiren sich dreipunctig auf der Doppel -As>Tnptote 
P zwei vollständige, reelle oder imaginäre, Zweige' der Curve. Dasselbe findet Statt in dem 
Falle der Gleichung (17). Diese letzten beiden übrigens identischen Fälle unterscheiden sich, 
was die Darstellungsweise bettft, bloss darin, dass als die vier zusammengehörigen Doppel- 
Tangenten einmal die Doppel - As>inptote P, doppelt gerechnet, und zwei ihr parallele Tan- 
genten, das andere Mal die Doppel - Asymptote P, dreifach gerechnet, und eine eigentliche 
Doppel. Tangente S genommen worden sind. In dem Falle der letzten Gleichung endlich 
hat die Curve auf der Doppel-Asymptote P in unendlicher Entfernung eine Spitze zwei, 
t er Art, welche von zwei solchen Schenkeln gebildet wird, die unter einander einen Con- 
tact von der Ordnung 2J haben. 

110. Es können auch zugleich zwei der M|er Asymptoten einer Curve vierter Ord- 
nung überdiess die Curve berühren. Dieser Voraussetzung entspricht die folgende Form : 

pqrs + ^{(p+7i)(q+x) + Aj2 = 0. [12] (19) 

Wenn auf einer der beiden Doppel- Tangenten auch der zweite Berührungspunct unend- 
lich weit rückt, und diese Doppel- Tangente in eine vierpunctig osculirende Asymptote über- 
geht, so kommt: 

pqrs + fi\p(q+x) + k\^ = o, [llj (20) 

und wenn beide Doppel - Tangenten in vierpunctig osculirende Asymptoten übergehen : 

pqrs + ^jpq -h Aj2 = o. [10] (21) 

Wenn wir die drei vorstehenden Gleichungen in ihrem ersten GliMe particularisiren , so er- 
geben sich mehrfache Formen, deren geometrische Deutung, nach der 108, und 109. Nummer, 
durchaus keine Schwierigkeit darbietet. Wir wollen hier nur diejenigen dieser Formen be- 
sonders hervorheben , denen solche Curven entsprechen , welche auf jeder der beiden Asym- 
ptoten, P und Q, in unendlicher Entfernung einen Doppelpunct haben. Dann ergeben sich die 
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folgenden : 

p(P+a)q(q+i^ 4- ^ \ (p+xXq+x) + X } = = o , 
P^q(q+/^) 4- iti{(p-f«)(q+x) 4- xp = o, 
p(p4- a)q(q4-/J) + ^ { p(q-Hf) + A } = = o , 
p(p+a)q2 + ^t{p(q+xj H- ip = o, 

p'q(q+i?) + .«jp(q+x) + A}^ = o, 
p(p+tt)q(q+^) + i"{pq 4- a}^ = 0, 

p-qCq+ft + ^{pq + ^p = o* 
lo dem Falle der Gleichung (22) hat die Curve zwei unendlich weit liegende Doppelpuucte 

oder , mit andern Worten , zwei Paare paralleler Asymptoten. In dem Falle (23) ist ein 
Doppelpunct in endlicher Entfernung hinzugekommen, im Falle (24) ist eine Tangente, P, 
des einen Paares eine osculirende. Im Falle (25) verbindet sich Beides. Im Falle (26) hat 
die Curve in unendlicher Entfernung, zugleich mit einem Doppelpuncte, eine Berührung. Im 
Falle (27) hat die Curve zwei Paare paralleler Asymptoten und in jedem Paare eine osculi- 
rende, im Falle (28) ein solches Paar und eine Berührung. 

111. Wenn drei der vier Asymptoten einer Curve der vierten Ord- 
nung diese Curve überdiess berühren, so thut es nothwendig auch die 
vierte Asymptote und dann liegen die Bertthrungspuncte auf diesen 
Asymptoten alle vier in gerader Linie. 

hl dieser Voraussetzung hat die GIdchung der Curve die nachstehende Form : 

pqrs + ^tO « o, [11] (29) 

und darin, dass diese Gleichung nur eine einzige Constante weniger hat, als die Gleichung 
(19) der vorigen Nummer, liegt der^Beweis der vorstehenden Behauptung. 

Wir wollen bei der Discussion dieser Gleichung , in welcher die vier Asymptoten der 
Curve in Evidenz treten , und der genauem Bestimmuug der Natur der unendlichen Zweige 
dieser Curve hier nicht verweilen , iweil wir im ersten Abschnitte uns ausführlich hiermit be- 
schafijgt haben. 

112. Es bleiben uns jetzt nur noch diejenigen Fälle zu discutiren übrig , in welchen 
die Doppel • Tangenten selbst unendlich weit rücken. Gehen wir hierbei wiederum von der 
allgemeinen Form: 

pqrs + /iß* s= o , 
aus, so wird das unendlich weit Rücken einpr solchen Doj^pel-Tangente da- 
durch ausgedrückt, dass die bezügliche lineare Function auf eine blosse Constante sich re- 
ducirt und also aus der vorstehenden Form verschwindet. Die resultirende Gleichung: 

pqr + itiß|=o, [12J (1) 

stellt, im Allgemeinen, eine solche Curve dar, die zwei Systeme parabolischer As)inptoten 
hat, deren Durchmesser -Richtung dieselbe ist, als die Richtung der beiden As>*mptoten de» 
Kegelschnittes ß^- Diese Gleichung particularisirt sich , indem wir voraussetzen , dass die 
drei Doppel - Tangenten P, Q und R den Asymptoten des Kegelschnittes ßj entweder alle 
oder theilweise parallel sind oder zusammenfallen. Dann erhält die Curve statt eines oder 
statt beider Systeme parabolischer Asymptoten in unendlicher Entfernung einen oder zwei 
singulare Puncte. Wenn sich, um nur zwei Beispiele hervorzuheben, die vorstehen4e Glei- 
chung folgenderaiassen particularisirt: 

p»+ /«[pt+ ly = 0, [6J 

p^q + /«[pq -f i]2 « o, [6] 

so hat die Curve einmal , neben einem Systeme parabolischer Asymptoten , auf der Linie P, 
in unendlicher Entfernung , eine Spitze zweiter Art, welche von zwei solchen Schenkeln ge- 
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bildet wird , für welche die Ordnung der Annäherung 2 J beträgt , das andere Mal hat sie, 
in unendlicher Entfernung, auf der Linie Q, eine Spitze erster und auf der Linie P, eine 

Spitze zweiter Art. 

Wenn zwei Doppel-Tangenten unendlich weit rücken und demnach in 
unendlicher Entfernung als zusanunenfallend zu betrachten sind, so ninunt die Gleichung der 

Curve die folgende Form an: 

pq + ^iill = 0. [10] (2) 

Dann liegen die beiden Doppelpuncte des allgemeinern Falles der 98. Nummer nach der 

Richtung der beiden Asymptoten des Kegelschnittes iii unendlich weit und sind , mit diesen 

Asymptoten, zugleich reell und imaginär; oder mit andern Worten, es hat die Curve zwei 

Paare paralleler Asymptoten. Wenn wir particularisiren, so kommt: 

pq + /4(p+»)t + ^]- = o, [9] 

pq + /»'[(P+»)(q+x) + A]2 = , [8] 

pq + A<[pt + Ä]2 = o , [8] 

pq + i"[p(q+*) + ^]' = 0, [7] 

p{p+«) + /'[(p+«)t + ^]^ = 0, |8] 

p(p+a) 4- /ii[pt + A]2 = 6. [7] 

Dann hat die Curve, in unendlicher Entfernung, bezüglich einen gewöhnlichen Doppelpunct 
und eine Spitze erster Art, zwei Spitzen erster Art, einen gewöhnlichen Doppelpunct und 
eine Berührung, eine Spitze erster Art und eine Berührung; femer, in den Fallen der bei- 
den letzten Formen, neben einem gewöhnlichen Doppelpuncte einmal eine Berührung, das 
andere Mal eine gewöhnliche Spitze zweiter Art. 

Wenn endlich drei Doppel-Tangenten unendlich weit rücken und demnach 
in unendlicher Entfernung als zusammenfallend zu betrachten sind , so, ergibt sich die fol- 
gende Form: 

p + /uß» = 0. [8] (3) 

Dann liegen die beiden Spitzen erster Art des allgemeinem Falles der 101. Nummer nach der 
Richtung der beiden Asymptoten des Kegelschnittes £2^ unendlich weit , und sind mit diesen 
Asymptoten zugleich reell oder imaginär. Einer Particularisation entsprechen die folgenden 
Formen : 

P + i"[(P+^)t + ^]' == , [7] 

p 4- /u[f t + ky 5= o. [6] 

Dann hat die Curve, in unendlicher Entfernung, neben einer Spitze erster Art einmal eine 
Berührang, das andere Mal eine gewöhnliche Spitze zweiter Art. 

113. Diejenigen Fälle, in welchen die unendlich weit gerückte Doppel -Tangente den 
Kegelschnitt Q^ berührt, fordern, dass dieser Kegelschnitt in eine Parabel übergehe. 
Demgemäss verwandelt sich die Gleichung (1) der vorigen Nummer in die folgende: 

pqr + ^[t^ + As]2 = o. [11] 

Dann wird die unendlich weit gerückte Doppel -Tangente von der Curve vierpunctig oscu- 
lirt , während P, Q und R eigentliche Doppel - Tangenten geblieben sind. Die Curve sdbst 
ist alsdann die (Seite 146) als 138. Art der Curven vierter Ordnung aufgezählte. Die vor- 
stehende Gleichung particularisirt sich, wenn eine oder mehrere der drei Doppel -Tangenten 
die Durchmesser -Richtung der, den Kegelschnitt ^^2 vertretenden, Parabel annehmen. Dem- 
nach ergibt sich: 

pqr + Ai[p2 + Xsp= 0,' [lOj ' . 

P(p+a)r + iu[p^ + As]2 = 0, [91 

P(P+«)(P+«') ■+- i"[p' + ^s] = o» [ÖJ 
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und nach Analogie der frühem Entwicklungen (105) ktonen wir sagen, dass die entspre- 
cbenden Curven auf der unendlich weit gerückten Doppel - Tangente eine Spitze erster Art, 
eine Berührung, eine gewöhnliche Spitze zweiter Art haben. Diese Curven sind aber die, 
als die 140., die 142. (143.) und 144. Art der Curven vierter Ordnimg aufgezahlten. 

M'enn zwei Doppel.Tangenten zusammenfallen und den Kegelschnitt Qi berühren, so hat 
die Curve zwei , reelle oder imaginäre , sich berührende Zweige. Sind die zusammenfallen- 
den Doppel -Tangenten unendlich weit gerückt, so erhalten wir für die entsprechende Fonn 
aus der Gleichung (2) der vorigen Nummer die folgende : 

pq + i"[t^ + ^8]2 = o. [9] 

Die bezügliche Curve ist die 142. (143.) Art der Curven vierter Ordnung. Particularisiren 
wir, ahnlich wie eben, so kommt: 

pq + A«[p^ + Xs]2 =0, [8] 

P(P+«) + ^[p^ + As]2 = 0. [7] 

Der ersten dieser beiden Gleichungen entspricht die 144. Art von Curven vierter Ordnung, 
der zweiten die 145. (146.) Art. In diesem letztern Falle hat die Curve zwei sich drei- 
punctig osculirende parabolische Zweige, mit derselben Durchmesser- Richtung und gleichem 
Parameter. 

Wenn drei Doppel- Tangenten zusammenfallen und den Kegelschnitt J?2 berühren, so hat 
die Curve zwei, reelle oder imaginäre, sich dreipunctig osculirende Ziweige; diese beiden 
Zweige werden parabolische, wenn die zusammenfallenden Doppel-Tangenten unendlich weit 
gerückt sind. Dann gibt die Gleichung (3) der vorigen Nummer die folgende Form : 

p + ^[t^ + X]s^ == o , [71 

und die bezügliche Curve ist wiederum die 145. (146.) Art. Particularisiren wir, wie vor- 
hin, so kommt: 

p + A*[p' + ^8? = o. [6] 

Die durch diese Gleichung dargestellte Curve (die 14^. Art) hat auf der Parabel 

p2 4. ;.s = o 
eine Spitze zweiter Art. Es entspricht dieselbe einer nicht unendlich weit liegenden 
Spitze zweiter Art , die von zwei solchen Schenkeln gebildet wird, die unter einander einen 
Coutact höherer Ordnung haben. — 

Ich habe länger bei den mannigfach particularisirten Formen verweilt, weil sie fQrdie, 
schon im ersten Abschnitte gemachte Behauptung , dass alle Singularitäten der Curven sich 
auch in unendlicher Entfernung wiederfinden, eine bemerkenswerthe Bestätigung bieten. Wir 
wenden uns nun wiederum zu den allgemeinen Untersuchungen zurück. 

114. Wenn eine Curve der vierten Ordnung, wie sie nur vier Asymptoten hat, auch 
nur vier Doppel - Tangenten hätte, so würde man ihrer Gleichung nur auf einmalige Art 
die Form: 

pqrs 4- fiiil =3 o, 
geben und das System der vier linearen Functionen p, q, r und s, so wie die Function SI^ 
und den Coefficienten ^u, nur auf einzige Weise bestimmen können. Da aber eine solche Curve 
S8 Doppel-Tangenten hat, so muss die Gleichung derselben so oft die vorstehende Form an- 
nehmen können, als diese 28 Doppel -Tangenten auf verschiedene Art zu 
vier sich so combiniren lassen, dass alle Combinationen zu drei vor- 
kommen, aber jede derselben nur ein einziges Mal. Die Anzahl, der Combi- 

' nationen zu drei beträgt ' ;; und da eine Combination zu vier vier Combinationen 

ZU drei enthält, so ist die Anzahl aller fraglichen Combinationen zu vier dem vierten Theile 
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aller Combinatioaen zu drei gleich und betragt liiernach: 

88.27.26 ^ 
2.3.4 = ®^^- 
Auf eben so viele verschiedene Arten Iftsst sich eine gegebene Curve der vierten Ordnung 
durch eine Gleichung von der Form der Gleichung (1) darstellen. Die Müglichkeit der frag- 
lichen Combinations - Weisen ist hiermit zugleich durch geometrische Betrachtungen er- 
wiesen. *) 



*) Nicht jede Anznhl von Elementen ^ann in der Art zu vier combinirt werden, dass jede Combination 
zti drei ein einziges Mal vorkommt. P^ennen wir überhaupt die Anzahl der zu combinirenden Ele- 
mente p, so miifts zunächst 

2.^.4 
eine ganze Zahl sein, was aber bloss voransselzt, dass p eine gerade Zahl ist. Ferner muss, wenu 
wir beliebig irgend ein Element absondern, die Zahl der übrig bleibenden Elemente so beschalTen 
sein, dass sich dieselben zu drei so combiniren lassen, dass in diesen Corabinationen jede Com- 
bination zu zwei vorkommt, aber nur ein einziges Mal. Die Anzahl der Combinatioaen von 

(p — 1) = tf Elementen zu zwei betragt aber —: — ^, und da diese, zu drei genommen, die frag- 
liehen Combinationen zu drei bilden, so muss auch 

2.3 
eine ganze Zahl sein. Diess setzt voraus j dass q durch eine der beiden folgenden Formen be- 
stimmt ist : 

4^ = 3/1, ^ — 1 = 3n. 

Wenn aber ^ Elemente sich in der fraglichen Art zu drei combiniren lassen sollen, so muss, wenn 
wir von diesen Elementen ein beliebiges absondern, die Anzahl der übrig bleibenden Elemente so 
beschaflen sein, dass sich dieselben zu zwei so combiniren lassen, dass jedes Element in <lieseu 
Combinationen nur ein einziges Mal vorkommt; mit andern ^yorten, es muss (^ — 1) eine gerade, alst» 
^ eine ungerade Zahl sein, liiernach particularisiren sich die beiden letzten Form - Bestimmungen 
Nveiter in die folgenden: 

^ = 6n -f- 3 , 

«/ =■ 6« + 1 » 
woraus sich, ohne weitere Beschrilnknng, für die Zahl p die nachstehende zwiefache Form- Bestim- 
mung ergibt: 

p SS 6n -j- -i, 

p s=B 6/1 -f. 2. — 
Wir können diese combinatorischen Erürternngen , die uns, für den Fall der Combinationen 
zu drei, schon bei der Disrussion der Wendungspuucte einer gegebenen Curve der dritten Or&U 
nung entgegengelreten sind (System, dritter Abschnitt, $. 8., X^ 322 )• und uns hier für den 
Fall von Combinationen zu vier beschäftigen, auch auf den Fall von Combinationen zu mehr als 
vier Elementen ausdehnen und uns zunächst fragen, wie eine Zahl m beschaffen sein muss, dass m 
Elemente sich so zu fünf combiniren lassen, dass in diesen Combinationen jed« Combination au 
vier ein einziges Mal vorkomme, (m— 1) muss olTenbar dieselbe Form haben, als in dem A'orsle- 
henden p, mithin besteht eine der beiden nachstehenden Formen: 

m zss Gp -|- 5, 

m = C/> -|- 3. 
Hier kommt aber die neue Bedingung hinzu, dass 

_w(w-!)(m.~2Xm~3) 
2.3.4. 5 
eine ganze Zahl sein muss» welches eine der folgenden Bestimmungen fordert: 
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115. Wii' wollen suirörderst nachweisen and zugleick anschaulich nachen, dass die 28 
Doppel- Tangenten einer Curve vierter Ordnung alle reell, sein, und dabei alle auch die 
Cun^e in reellen Puncten- Paaren berttJiren können. 

Wenn sich , indem wir 4\e Form : 

pqrs + ^fi» = o , (1) 

zu Grunde legen , die drei geraden Linien P, Q und R zu je zwei auf dem Kegelschnitte 
il> schneiden, so hat nach der 98. Nummer die hezilgliche Curve drei Doppelpuncte, welche 
mit diesen Durchschnittspuncten zusammenfallen. Nehmen wir daher insbesondere, indem 
wir uns gewöhnlicher rechtwinkligen Coordinaten bedienen , fflr den Kegelschnitt i3> , den 
durch die folgende Gleichung dargestellten Kreis : 

y2 + x(x-2) = o , 
und für die eben genannten drei gerade^ Linien die durch die nachstehenden drei Gleichun- 
gen dargestellten: 

p = y+x = o, q=y_x = o, r s x — 1 « o, 

so stellt die obige Gleichung (1) eine Curve der vierten Ordnung mit drei Doppelpuncten 
dar, M'ie auch immerhin die, der vierten geraden Linie S entsprechende lineare Function s 
angenommen werden mag. Von dieser Annahme hängt die nähere Bestimmung der Curve 
vierter Ordnung ab , welche immer diese gerade Linie S in ihren beiden Durchschnittspuncten 
mit dem oben bestimmten Kreise berührt Die beiden Berührungspuncte können reell und 
imaginär sein. Wir wollen den Fall hervorheben, dass sie reell sind und dem entsprechend, 

8 = X — I 
setzen. Ueberdiess sei, um die Curve vollständig zu bestimmen, /u = — 2. Diese Cun-e 
erhält alsdann, indem sie durch die Gleichung: 

ßi = (y^— x^Xx— l)(x— 3) — 2|y2— x(x— 2)p =: o (2) 

dargestellt wird , die Gestalt , welche in der 40. Figur stärker ausgedrückt ist. Wenn wir 
hiernach die folgenden beiden in eine einzige Gleichung zusammengezogenen Gleichungen 
bilden : 

ßa ± « = o , (8) 

so verliert die ursprüngliche Curve , indem sie in eine der beiden , durch diese Gleichung 
dargestellten, Curven übergeht, ihre drei Doppelpuncte. Es ist aber klar, dass sie hierbei um 
so weniger« und zwar bis zum Unmerkbaren hin, von der ursprünglichen Form ab- 
>weiclit , je kleiner ae angenommen wird. Was nun die Unterscheidung der beiden neuen Cur- 
ven unter einander betrifft, so ist klar, dass kein^ derselben die ursprüngliche schneidet, 
und dass also eine der beiden Curven diese ganz umschlingt, während die andere, welche 
wir hier zunächst betrachten, aus vier von einander abgesonderten Ovalen besteht, welche 
innerhalb der vier, von der ursprünglichen Curve gebildeten, Menisken liegen, und diesen 
bis zum Zusammenfallen sich annähern können. Jedes der vier Ovale hat hiernach seine 



m SS 5n ,' 

m =5 5n -f- 1, 

m sa 5ii ^ 2, 

m ^ 5ra 4~ ^- 

Combiniren wir diese vier Fom^- Bp«tininiiingen der Zahl m mit den beiden frühem, lo ergeben 
xtch, alt einzig uiöglich, die folgenden acLt: 

tn =•. 30/1+ 5, . iw = 30« +13, 

m ■» 30/1 -fit, m = 3Ufi + '21 , 

m = 30n + 17, w = 30« + -i* , 

m OS 30« + 23 , m 5= ^{)n + 3. 
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eigene Doppel - Tangente , ferner lassen sich dieselben zu zwei auf sechsmalige Weise zusam- 
menstellen, und dann haben je zwei Ovale vier gemeinschaftliche Tangenten. Auf diese Weise 
ergibt sich , dass die Curve im Ganzen 28 reelle Tangenten hat 

Was die erstgenannte der beiden Curven betrifft , so hat sie offenbar nur 4 reelle und 
folglich 2i imaginäre Doppel - Tangenten. 

116. Wir können also als Normal -Fall denjenigen betrachten, in Melchem die Curve 
28 reelle Doppel - Tangenten hat. Dann lässt sich die Gleichung der Curve 819 Mal auf 
reelle Weise auf die Form der Gleichung : 

pqrs + /«flj « o , (1) 

bringen und dann gibt es 819 verschiedene und reelle Kegelschnitte ^3 , derai jeder durch 
die acht Berührungspuncte auf vier von jenen 28 Doppel - Tangenten geht. Wir wollen zu- 
nächst j^tzt diejenigen coordinirten Fälle discutiref y in welchen diese Doppel - Taugenten, 
alle oder zum Theil , imaginär sind. 

Es ist klar, dass, wenn die Curve imaginäre Doppel- Tangenten hat, diese in gerader 
Anzahl vorhanden sind, und dann paarweise durch Gleichungen von der Form der nach- 
stehenden dargestellt werden: 

p' ± p'V— 1 = o, 

q' ± q" ^r—l = o , 

r' ± r" / — 1 = o , 

s' ± s" /— 1 = 0. 
Setzen wir ferner: 

II ^ 11' ± fi'Y^t , 
fi, = Pj, ± pj'^ /-l , 

so erhalten wir , für die allgemeinste Form , welche die Gleichung der Curve, in Beziehung 

auf das Imaginäre überhaupt, annehmen kann, die uachistehende : 

(P'+P'r— l)(q'+q'S^— l)(r'-f r'/— l)(8'+s' V~l) + O^'+.u' V— 1) j ^2 + i^-Jv^— 1 } = == o. (2) 
Wenn Mir diese Gleichung entwickeln, so muss aus ihr das Imaginäre von selbst ausfallen. 
In Folge hiervon ergibt sich: 

P'qT's" 4- p'q'r^s' + p'q^r's' + p"qT'ß' — jp'q' W + p^qT^'S" + p' q^rs" + p"q'T"S' | 

+ Ite"(fi'5-^fl"|) + fi^P'^Q"^ = o , • (3) 

und dann erhalten wir für die Curve die nachstehende Gleichung :. 

p'q'r's' — { p'q'r's" + p'q^r's" + p"q'r'8" + p'q"r"s' + p"q'r"s' + p"q"rV j + p"q"r''s" . 

+ nX^l^ü'l) — iu-ß',fl'S = o. (4) 

Wir bemerken zugleich , dass dieselbe Ctirve, welche alsdami durch die Gleichung (2> dar- 
gestellt wird , auch durch folgende Gleichung dargestellt werden kann : 

(pwp v-l)(q'-q"/-l)(r-rV-l)(s'-8"/-l) + {^i''-(Ju'V-i) \ ß'^— ß'c/-! ! ' = 0, (5) 
denn beide Gleichungen reduciren sich, in Folge der identischen Gleichung (3) , gleichmässjg 
auf die Gleichung (4). Die 28 Constanten der Gleichungen (2) und (5) reduciren sich, in 
Folge der identischen Gleichimg (3) um 14; so dass nur noch die 14 nothwendigen übrig 
bleiben. Eben so viele Constanten verbleiben also auch der Gleichung (4). 

Weil die Gleichung (3) eine identische ist , so stellen die beiden Gleichungen : 
pqrs" + p'q'r 's' + p'q r's' + p'q'r's' — { p'q'r 's" -f- p"q'r"s" + p"q"r's'' + p"q"r"s' j = o, (6) 

wie je zwei andere , welche wir durch eine beliebige Zerleguiig derselben erhalten , iden- 
tisch dieselbe Curve dar. Die Form der zweiten dieser Gleichungen zeigt, dass diese Curve 
in ein System von zwei Kegelschnitten ausartet, deren immer reelle Gleichungen die folgen- 
*«a sind: s^irfl'^ — | A*' ± /(/*'^+4.u"2) j ßs = 0. 
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117. Wenn die drei ersten Doppel-Tangenten reell sind, so ist es ^ 
die zugehörige vierte ebenfalls. 

Es folgt diess schon daraus , dass , wenn die Form : 

pqr(s'H-sV— 1) + O'+M"/--!) j ^l + fl"2/— 2 } ^ = o , 
möglicfa Ware 9 diese Fonn, nadi der vorigen Numnier, die folgende bedingen irfirde: 

pqr(s'— sV— 1) + 0*'— mV— l)^^!— ß"i/--l}^ = <>• 
Dann würden also mit denselben drei reellen Doppel -Tangenten P, Q und R zwei ver- 
schiedene imaginttre Doppel - Tangenten als vierte zusammengehören , was unstatthaft ist. 

Wir können uns von demselben Resultate auch direct überzeugen. Denn deijenige Ke- 
gelschnitt, welcher durch die (reellen oder imaginären) Berührungspuncte auf drei reellen 
Doppel - Tangenten geht , ist nothwendig reell , wonach in dem fraglichen Falle , neben p", 
q" und r" auch iH'2 identisch gleich Null ist, und also die identische Gleidmng (S) in die 
folgende sich vereinfacht: 

p'qrs" + fi^Q'l s o. 
Diese Form kann , weil p% q', r gegebene , von einander verschiedene , lineare Functionen 
sind , nicht anders befriedigt werden , als wenn das zweite Glied derselben , durch das Ver- 
schwinden des Coeflkienten /u", ausfiült. Der Bedingung: 

p'q'rs" = o, 
kann aber nur dann Genüge geschehen , wenn auch die Function s" identisch gleich Null ist, 
das heisst , wenn auch die vierte Doppel - Tangente reell ist 

Wenn wir in der letzten Erörterung 

pq = (p'+pv-i)(p'-pv-i) = (p'^p"0 

setzen, so gelangen wir unmittelbar zu dem neuen Resultate, dass zu den beiden ima- 
ginären Dpppel-Tangenten desselben Paares und irgend einer dritten 
reellen Doppel-Tangente, eine vierte gehört, die ebenfalls reell ist 

118. Zu zwei imaginären Doppel-Tangenten zweier verschiedenen 
Paare und einer dritten Doppel-Tangente gehört, als vierte, eine sol- 
che, die ebenfalls reell ist 

Wir M'ollen filr die beiden imaginären Tangenten die beiden folgenden nehmen : 

r + PV— 1 « , q» + qV— 1 = 0; 

und , der dritten reellen entsprechend , r" ^ o setzen ; dann muss , indem wir in Beziehung 

auf das Imaginäre die allgemeinste Form beibehalten , die Gleichung : 

r' j p'q V + p'q' V H- p"q's' — p"q"s" | « o , 
in welche alsdann die Gleichung (6) übergeht, entweder ein System von zwei Kegelsdinitten 
darstellen , oder identisch gleich Null werden. Letzteres kann nie der Fall sein. Ersteres 
fordert , dass der eingeklammerte Ausdruck des dritten Grades einen linearen Factor erhalte, 
wie auch die, als gegeben zu betrachtenden, vier linearen Functioaeu pS p", q' und q" be- 
stimmt sein mögen. Diess geschieht nur dann , wenn s" s o , und hiemach kommt : 

r's'jp'q" + p"q'j = o. 
Es ist also erwiesen , dass die vierte zugehörige Doppel - Tangente nothwendig reell ist 

119. Da endlich , wie eben bewiesen n'orden ist , zu zwei imagiaärea und einer reellen 
Doppel - Tangente , niemals eine dritte imaginäre Doppel -Tangente gehören kann, so kann 
auch zu drei imaginären Doppel . Tangenten dreier verschiedenen Paare niemals eiae reelle 
Doppel . Tangente gehören. Der folgende Satz ist hiermit bewiesen. 

Drei imaginäre Doppel - Tangenten dreier verschiedenen Paare 

fordern eine vierte imaginäre Doppel -Tangente eines vierten Paares. 

Eine Bestätigung dieses Satzes erhalten wir auf directem Wege , wenn wir zur allge- 

32 
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meinen Gleichung^ (6) zurückgehen , und in dieser Gleichung , den drei ersten Doppel - Tan- 
genten entsprechend , p', p", q' q", r' und r' als gegeben betrachten. Diese Gleichung stellt 
alsdann überhaupt eine Curve der vierten Ordnung dar, welche von 14 Constanten abhangt. 
Soll diese Gleichung ein System zweier Kegelschnitte darstellen, so müssen wir, damit die 
Constanten sich auf 10 reduciren , über vier Constanten disponiren können. Diese finden 
wir in den vier Constanten der beiden linearen Functionen s' und s". Aber s'' kann nicht 
identisch gleich Null sein. Denn alsdann käme: 

s' { pqr' + p'q'r -f p"q'r' — p"q"r" j = o. 
Die umklammerte Function ist von s' ganz unabhängig; es kann also auch bei keiner be- 
sonderA Bestimmung derselben , die vorstehende Gleichung in zwei Gleichungen des zweiten 
Grades sich auflösen. Es kann auch die vorstehende Gleichung nicht identisch gleich Null 
werden, denn dann mttsste, neben s'% auch s' identisch gleich Null sein, was unstatthaft ist. 
Also ist auch die vierte Doppel - Tangente nothwendig imaginär. 

120. Zu zwei reellen Doppel-Tangenten und einer imaginären gehört 
eine zweite imaginäre. Die beiden imaginären Doppel-Tangenten ge- 
hören entweder demselben Paare oder zwei verschiedenen Paaren an. 

Wenn R und S die beiden reellen Doppel - Tangenten sind , so geht die Gleichung (6) 
wie in der 117. Nummer, in die folgende über: 

rV(pV+p"q') =0, 
und zerfällt von selbst in zwei Gleichungen des zweiten Grades. Sie wird dann identisch 

gleich Null, in Melchem Falle der Kegelschnitt ii^ reell ist, wenn; 

wo alsdann den beiden imaginären Doppel - Tangenten der folgende reelle Factor des zwei- 
ten Grades entspricht: (p'* + p"^). 

121. Wenn wir zusammenfassen ^ so sind also die folgendfen sechs Formen die einzig 
möglichen : 

pqrs + ftQl = , 

(P''+P"')qr + /uß5 = o , 

(p'^p"^)(q'^q"2) H- ^fi» = o, 

(p'+pV--l)(q'+qV---l)rs + Ot+iuV— l){fl'2+fl'V-l}2 ^ o, 

(P'H-PV— l)(q'H-qV— l)(r'^r"2) + C/t'+^u"/-!) j fl%+fl'%v^-l (= -= o , 

(P'+pV-l)(q'H-q"/-l)(r'+r'V-l)(s'+sV-l) + (^-fite'V~l){fl'2+ß"2/-lp = o. 

122. Wir haben bereits nachgewiesen, dass die 28 Do))peItangenten einer Curve vier- 
ter Ordnung alle reell sein können. Indem wir von diesem Falle, als Normal-Falle, ausge- 
hen, überzeugen wir uns leicht, dass, wenn eine von diesen Doppel - Tangenten imaginär 
wird , überdiess nicht bloss eine zweite , sondern dass dann eine grössere Anzahl %'on Dop- 
pel . Tangenten imaginär wird. Die zu erörternde Frage ist hiernach die folgende: 

Wie gross ist die Anzahl derjenigen Doppel-Tangenten einer Curve 
vierter Ordnung, welche imaginär sein können? 

Wenn wir die früher schon näher bestimmten 819 Combinationen der 28 Doppel- Tan- 
genten zu vier hinschrieben (was hier nicht wohl ausführbar ist) , so ^ sähen wir sojgleioh, 
dass ei n Paar imaginärer Doppel - Tangenten zugleich mehrere ändere Paare imaginärer 
Doppel-Tangenten fordert , und nach dem Satze der letzten Nummern könnten wir alsdann 
die Anzahl derjenigen Doppel - Tangenten, die, nothwendiger Weise, zugleich imaginär wer- 
den müssen , bestimmen. Auf diese Weise werden wir finden , dass , wenn Überhaupt imagi- 
näre Doppel - Tangenten vorhanden sind , die Anzahl derselben wenigstens zwölf beträgt. 
Dass diese skh paarweise zusammenordnen , ist von selbst klar. 
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Aber eine iodirede Betrachtung (Iberbebt nns diesen Entwicklungen. Es ist nemlich 
offenbar , dass , wenn unter den 28 reellen Doppel-Tangenten irgend eine Anzahl paarweise 
imaginär werden soll, sie zuvor paarweise zusammenfallen muss; und dass diese Doppel- 
Tangenten offenbar dann nicht imaginär werden können, wenn es nicht möglich ist, dass sie 
paarweise zusammenfallen. Es können zwei Doppel -Tangenten aber nur dann zusammen* 
fallen , wenn die Curve einen Doppelpunct erhält ; dann aber üsllen nothwendig zwölf Dop- 
pel-Taugenten zugleich paarweise zusammen , wobei sie durch die sechs , von dem Doppei- 
puncte aus , an die Curve gelegten Tangenten , welche, des Doppelpunctes wegen, doppelt zu 
zählen sind, vertreten werden. Es gibt also auch, wenn überhaupt imaginäre 
Doppel-Tangenten vorhanden sind, deren wenigstens zwölf. 

Die Anzahl der flbrigbleibenden reellen Doppel - Tangenten beträgt hiemach 16. Diese 
müsden, weil je drei reelle Doppel -Tangenten eine einzige vierte fordern, unter sich 

' * ^ 140 Combinationen zu vier bilden. Diese sind in dem folgenden Schema zu- 

sammengestellt , wobei wir die 16 reellen Doppel - Tangenten durch : 

P, P,, P2,P3, Q, Qi, Q2, Q3, B, Ri, R2, R3, S, 81,82, 83, 
bezeichnen. 



1. P P,P,Pj 

5.PP,QQx 

PPjQQ. 

PPsQQa 
PPjRR, 

P P^ftRz 
2S. P P^RR, 

Q QiARx 
QQjRRi 

Q QjRRa 
PP.SSi 

4&. PP.SSi 

P P3S S, 

'QQjSSa 

Q Q3S S3 
eS.RRiS«i 
R R]S Sj 
R R3S S3 
P Q RS 
P QiRS, 
85. P Q2RS, 

P QsRS; 
PiQ RS, 
PiViRS, 
P1Q2RS, 

105.P,Q,RS 
PjQ RSj 
P2Q1RS3 
P1Q2RS 

P,Q3RSx 
I2S.P3QRS3 
P3Q1RS 

PsOaRSt 
PsQsRSi 



Q QiQiQa 


R R1R2R3 


P Pi Q2Q* 


P2P3O Qi 


10. P P, O1Q3 


PIP3Q Q2 


P Pj QxQj 


15. P,P,Q Qs 


P PxRjRs 


PjPsR Ri 


P PiRxRs 


PiPjR R, 


P PsRxRi 


P1P2R R3 


30. Q QJLiRt 


QiQsR Ri 


Q O2 R.R3 


35. QiQjRR^ 


Q QsRiRj 


OiQjRRs 


P P,Sj Sj 


PjPsS S, 


P PjSxSs 


P.PjS S, 


SO. P PsSjlSx 


P.PjS Ss 


Q <)iS,Ss 


55. iiiQiS S, 


Q Qz SxSs 


üiQß S, 


QaS.S, 


O.Q2S S, 


R RjS^S] 


R}R.<)$ S, 


70. R KiSjSt 


R|R}9 O2 


R RjSiS, 


75. R|R.S Sz 


P Q RiS, 


P Q%Sz 


P QxRjS. 


P Q.RjSs 


PQjR.Sa 


P Q5R2S 


90. P Q,RxS 


P OsRjS, 


P.Q RxSx 


95. PiQ R.Ss 


PrQiRiS» 


P1Q1R2S 


PxQaAiS 


PiQjRjS, 


P,Q,RxSi 


PiQjRjS, 


110. PjQ RjSs 


P^Q R^S 


P.OiRxS 


115. P}QiR.S| 


PjQjRxSt 


P2Q1RA 


PiQjRiS, 


PzQaRjSi 


. P»«».S 


PsQ R2S1 


ISO. PsQiRxSi 


PsQjRaS, 


PsQ^R.Sj 


135. P3Q2R2S3 


PjOsRrS, 


PsQjRjS 



8 818^83 

P2P3Q2Q3 
P1P3Q1Q3 
P1P2Q1Q2 

90. P2P3R3R3 

PiPsRiRs 
PiPjRiRj 
O2Q3R2R3 
QiQsRiRs 

40. Q1Q2R1R2 

PjPsSjSs 

PiPsSiSj 

P|P» S.Sj 

Q^QsSjSs 

60. Q1Q3S1S3 

V.VjS.S, 

RtRsSiSj 
R1R2S1S2 
80. P Q R3S3 
P Q1R3S 
P O2RSS, 
P Q3R3S. 
PiQ R3S 
100. P1Q1R3S1 
P1Q.R3S2 

PjQ3R3S3 

P201R3S2 

ISO. P]Q,R3S3 
P2Q3RSS 

P3QiRsSj 
P3Q2R3S 
liO. P3Q1R3S1 
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Wenn, ausser den sechs Paaren zosamiiieAfallender Doppel-Tatigeiiteii^ noch ein sieben- 
tes Paar solcher DoppeUTangenten vorhanden sein soll, so wird dadurch bedingt, dass dieCnrvr, 
neben einem ersten Doppelpuncte noch einen zweiten habe. Dann aber hat die Curve zehn 
Paare zusanunenfallender Doppel - Tangenten (zweimal vier von diesen fallen in die zweimal 
vier Tangenten , welche , von den beiden Doppdpuncten aus, an die Curve sich legen lassen, 
und zwei fallen unter sich und mit derjenigen geraden Linie , welche die beideA Doppelpun- 
cte verbindet, zusammen). Hiernach ergibt sich der folgende Satz: 

Wenn also eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpuncte eine 
eigentliche imaginäre Doppel -Tangente, hat, so hat sie deren wenig- 
stens vier Paare und behält also höchstens acht reelle Doppel-Tangenten. 
An diesen Satz scheint sich sogleich der folgende anzuschliessen. 
Wenn eine Curve vierter Ordnung mehr als sechs Paare imaginärer 
Doppel- Tangenten hat, so hat sie deren wenigstens zehn und behält 
also höchstens acht reelle Doppel- Tangenten. 

Wir können uns von der Richtigkeit des ersten Satzes direct überzeugen, wenn wir, 
auf einem Wege, der oben schon für den allgemeinen Fall angedeutet worden ist, von dem 
vorstehenden Schema ausgehen. Wir wollen annehmen , es sei S3 eine imaginäre Doppel- 
Tangente. Dann fordert die 4. Combination (117, 119), dass überdiess bloss eine der drei Dop- 
pel- Tangenten S, Si , S2 oder dass alle drei zugleich imaginär sind. In der letztern Vor- 
aussetzung fordern die Combinationen 41 — 76, dass die Doppel-Tangenten jeder einzelnen der 
drei ersten Grappen alle vier reell oder alle vier imaginär sind ; und hiemach die Combi- 
nationen 77—140 , dass nur die Doppel-Tangenten einer einzigen der eben genannten Grup- 
pen, oder dass die Doppel - Tangenten dieser Gruppen alle drei imaginär sind. Also bringt 
in dieser Voraussetzung das Imaginär - Werden von S3 mit sich, dass wenigstens acht 
Doppel-Tangenten imaginär i^erden. In der andern Voraussetzung^ dass S3 und S2 imaginär 
und Sj und S reell sind , fordert die 76. Combination , dass entweder R^ oder II2 , oder 
nur eine dieser beiden Doppel - Tangenten imaginär sei Es sei demnach R^ imaginär und 
Rx reell. Dann fordert die 65. Combination , dass R reell , die 67. dass R3 imaginär ist. 
Hiemach bieten die Combinationen 65—76 nichts Unmögliches dar. Auf gleiche Weise folgt 
aus den Combinationen 53—64, dass von den vier Doppel - Tangenten Q, Qi. Qa und Q3 
und aus den Combinationen 41—52 , dass von den Doppel-Tangenten P, P^, Pz und P3 zwei 
reell und zn'ei imaginär sind. In dieser zweiten Voraussetzung sind also von den acht Paa- 
ren von Doppel - Tangenten vier reell und vier imaginär. 

123. Wenn die vier Paare Doppel - Tangenten bevor sie imaginär werden , zusammen- 
fallen , so erhalt die Curve zwei Doppelpuncte und die Zahl der eigentlichen Doppel - Tan- 
genten reduclrt sich auf die folgenden 8 : P , Pj , P2 , Pj , , Qi , Q2 , Q3 . Diese bilden 
8.7.6 ^/^ ^. . * 

4 3 2 ^ ^ Combmationcn zu vier , nemlich die Combinationen 1—2, und 5—16. des Sche- 
mas der 122. Nummer. Setzen wir voraus, dass eine der 8 Doppel -Tangenten, etwa O3 
nnaginär sei, so ist es nothwendig eine zweite Doppel - Tangente der zweiten Combination 
eben&lls. Pur diese können wir Q^ nehmen. Diese beiden imaginären Doppel - Tangenten 
sind aber nicht die einzigen. Die 16. Combination fordert nemlich , dass entweder von den 
drei Doppel -Tangenten Pj, P^ und Qj nur eine einzige, oder dass alle drei, neben Q3 und 
Q2 , imaginär werden. Iit der letzten Annahme sind nothwendig alle Doppel - Tangenten 
imaginär, denn nach der 2., 6. und 7. Combination sind es bezüglich 0, P "»* Pa- Wenn 
eine der drei Doppd - Tangenten P^ oder P^ oder Q, allein imaginär ist, so sind von den 
obigen 8 Doppel-Tangenten vier imaginär. Wenn nemlich bloss Qx imaginär ist, so ist es zu- 
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vörderst nach der 2. Combination auch Q, und dann sind nothwendig mit P2 und P^ zugleich 
auch P und P3 reell. Wenn Pj imaginär ist und Pj und Q^ reell bleiben, so ist, nach der 
2. Combination, auch Q und hiernach, der 7. Combination gemäss, auch P, reell.. Dann 
kommen in jeder der fraglichen Combinationen zwei reelle und zwei imaginäre Tangenten 
vor. Die folgenden beiden Sätze sind hiemach als bewiesen anzusehen. 

Wenn eine Curve der vierten Ordnung zweiDoppelpuncte hat, so be- 
trägt die Anzahl ihrer reellen Doppel-Tangenten entweder acht oder vier. 

Ich verhehle mir nicht, dass die Frage, wie viele von den 28 Doppel -Tangenten einer 
Curve der vierten Ordnung imaginär werden können , in dem Vorstehenden noch nicht voll- 
ständig erledigt ist, und dass subtile Bemerkungen sich daran anknüpfen Hessen. Es ist 
mir indess wahrscheinlich, dass, in der Voraussetzung, dass die Curven der vierten Ordnung, 
ihre Allgemeinheit behalten, nur die folgenden fiknf coordinirten Fälle Statt finden können, 
1) alle Doppel - Tangenten reell, 2) 16 reell und 12 imaginär, 3) 8 reell und 20 imaginär, 
4) 4 reell und 24 imaginär , 5) alle imaginär. Weiter kann ich hier nicht gehen , weil es 
mir nicht gestattet ist Constructionen beizufügen und weil es, ohne geometrische Anschauung, 
schwer ist, in genauere Discussionen uns einzulassen, ohne dass wir uns der Gefahr zu irren 
aussetzen. Ueberdiess würde uns die Discussion der untergeordneten Arten von Curven der 
vierten Ordnung, in Beziehung auf Doppel - Tangenten , hier viel zu weit führen.— 

124. Die 28 Doppel -Tangenten stellen sich paani'eise so zusammen, dass mit jedem 
Paare 13 andere Paare zusammengehören. Wenn hiernach mit dem Doppeltangenten -Paare 
P und Q insbesondere die beiden Paare |l und S, T und U zusammengehören, so wird 
dieselbe Curve durch jede der folgenden beiden Gleichungen dargertellt: 

pqrs + ftüi = , 

pqtu + fii^l = 0. 

Diese beiden Gleichungen sind also identisch dieselben, oder werden wenigstens, wenn wir 

eine dieser Gleichungen mit einem gehörig bestimmten constanten CoefHcienten multipliciren, 

identisch. Wir wollen dieselben hier als solche betrachten, dann kommt: 

pq(rs-tu) = fiil'} ~ fiSil , 

Diese beiden Gleichungen können, indem wir durch x einen constanten Coellficifntcu bezeich- 
neu, in die folgenden beiden sich auflösen: 

xpq = xTiii'.Si't ± V^fi.üz, 
rs — (u E= )fj//t'.i?2 + i^/'-'öz}' 
Die erste dieser beiden identischen Gleichungen wird dadurch bedingt, dass die Kegel- 
schnitte i2y und ß^ , beide , durch die beiden Berührungspuncte auf jeder der beiden 
Doppel- Tangenten P und Q gehen. Die zweite Gleichung drückt aus, dass durch die Durch- 
schnitte der beiden andern Doppeltangenten • Paare ein Kegelschnitt sich legen lässt, welcher 
zugleich durch die Durchschnitte von il^ und Q"^ , also durch die Berührungspuncte auf P 
und Q , geht Der hiermit bewiesene Satz ist der nachstehende. 

Wenn wir ein Paar Doppel-Tangenten einer Curve der vierten Ord- 
nung mit irgend zwei andern zugehörigen Paaren zusammenstellen, 
so geht derselbe Kegelschnitt durch die vier Berührungspuncte auf 
den Doppel-Tangenten des ersten Paares und die vier Durchschnitts- 
puttcte der beiden Doppel-Tangenten des einen mit den beiden Doppel- 
Tangenten des andern zugehörigen Paares. 

In die Discussion dieses Satzes wollen wir hier nicht eingehen. 
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Seite 24 haben wir, um zur Gleichung; (3) zu gelangen, den Ausdruck 

Pß'n-m + pß'n-m 

auf die folgende Form gebracht: 

(P+a)0n-m + Ti2n-m-i . 

Wir sind aller algebraischen Substitutionen flberhoben , wenn wir erwftgen , dass der erste 
Ausdruck, wenn wir ihn gleich Null setzen, eine solche Curve darstellt, welche eine Asym- 
ptote hat, die mit der geraden Linie P parallel ist und im zweiten Ausdrucke in Evidenz tritt. 
Bemerkungen zum ersten Paragraphen des zweiten Abschnittes, ins- 
besondere zur 17. Nummer. > 

In dieser Nummer haben wir 19 rerschiedene Fälle von dreifachen Puncten mit drei 
zusammenfallenden Tangenten aufgezählt ; wobei wir diese Aufzählung bis zu dem Falle, dass 
drei vollständige Curven- Zweige, welche alle zugleich ihre gemeinsame Tangente drdpun- 
ctig osculiren , den dreifachen Punct bilden , ausgedehnt haben. Diese verschiedenen Fälle 
treten in den folgenden 19 Gleichungen unmittelbar in Evidenz, wobei P diejenige gerade 
Linie ist, in welcher die drei Tangenten des dreifachen Punctes zusammenfallen. 

'• P' + -4 = 0, C— 6) 

"• P' + P-3 + ^5 = 0, C— 7) 

'"• f^ + r'^i+2i^ o, (_ 8) 

IV. p» .,- f[Sj+2^] -H 26 = o , c- 8) 

V- p' + P'^ + p:?4 + ^ = 0, c-9) 

VI- P' + pl^a+^+^sJ + ^7 = 0, (—9) 

yil. p3 + p.^ + pt^^+l-,] +Sj=:6, (-10) 

yni. p3 + f^[s,+s,\ + fSs + s, = o , c-n) 

IX. P'[I+^il + p'^Sa + P^s + ^7 = , C-12) 

J; P' + pr^3+^4+:2-5-Hl6] + ^8 = 0, c-10) 

XI. v\ + v'^2 + vis^:s,+s^] + s, ^ o^, (_„) 

J«; P' + n^+S,] + pP5+:%] + S, = o, c-12) 

xm- . pJi+J] + p».J3 + p[r5+:s6] + 2i=o, c-is) 

xry. p [,+v^] + p,fx^+vj + f2, + 2,^o, c-14) 

XV . p + f2S^ + f[:S,+S,+S,+I,] 4- 2, = o. C-12) 

S.2» 7'*'?""?" «"«"«» C""^« ««er niedrigsten Ordnung dar, welche flberhaupt einen- 
Funct Her fraglichen Art haben kdnnen; wenn die Curve von einer htfhem, b. Ordnung sein 
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soll, so brauchen wir bloss alle Glieder , bis Sn einscbliesslich , hinzuzufdgen. Nach jeder 
Gleichung ist die Anzahl der Constanten bemerkt, welche eine Curve von beliebiger Ord- 
nung dadurch verliert, däss sie einen dreifachen Punct der fraglichen Art erhalt. 

Die vorstehenden Formen finden in sich selbst ihre Rechtfertigung. Ein paar Bei^iele 
mögen genügen. Die verschiedenen Symbole S haben hier dieselbe Bedeutung, die wir ihnen 
überall beigelegt haben : sie stellen homogene Functionen zwischen p und einer zweiten linea- 
ren Function dar und die angehängte Marke bezeichnet den Grad. Für Nachbarpuncte des 
dreifachen Punctes ist überhaupt der IVerth von ^ ein unendlich Kleines der g. Ordnung 
und kann also ohne Weiteres gegen den Werth solcher Functionen, deren Grad ein geringe- 
rer ist, vernachlässigt werden. Um hiernach die Natur der unendlichen Zweige in der Nähe 
des dreifachen Punctes annäherungsweise darzitetellen , ergeben sich, wenn wir uns darauf 
beschränken, die Fälle XVII und XVIII beispielsweise hervorzuheben, die folgenden beiden 
Gleichungen : 

P{P' + P-a + ^sl + 5)= o. (2) 

Wir sehen zuvörderst, dass die Curve in beiden Fällen, dem ersten Factor p entsprechend, 
einen Zweig mit einer vierpunctig osculirenden Tangente hat Für Nachbarpuncte auf die- 
sem Zweige ist p ein unendlich Kleines der (9 — 5). Ordnung , die Ausdrücke in den Klam- 
mem reduciren sich hiernach auf ihr letztes Glied , und somit stellt die Gleichung : 

pJ5+ 5,=o, 
in erster Annäherung den fraglichen Zweig dar. 

Wenn wir uns nun zuvörderst zur Gleichung (2), so ist leicht einzusehen, dass wir 

das mittlere Glied des umklammerten Ausdrucks vernachlässigen können. Zu diesem Ende 

brauchen wir bloss diesen Ausdruck, der in Beziehung auf p quadratisch ist, in seine beiden 

Factoren des ersten Grades zu zerlegen. Es vereinfacht sich also die Gleichung (2) in die 

folgende: 

P{P' + -sj + -9 = 0, 
und nun springt in die Augen, dass die beiden übrigen Zweige, die den dreifachen Punct 
bifäen, durch eine solche Spitze erster Art vertreten werden, die annäherungsweise durch 
folgende Gleichung dargestellt wird: 

p2 + ^5 = o. 
Im Gegensatze mit dem eben besprochenen Falle, darf in der Gleichung (1) das mitt- 
lere Glied der Klammer nicht vernachlässigt werden ; schreiben wir daher diese Gleichung 
unter der Form: 

P{p(P+-a) + ^5J +^9 = 0, 
so springt in die Augen , dass ein zweiter Zweig der bezüglichen Curve annäherungsweise 
durch die Gleichung: 

p 4- 2^, = , 
dargestellt wird und also ein gewöhnlicher ist, während für Puncte des andern, damit 2s in 
der Klammer aufgewogen werde, p ein unendlich Kleines der (5—2) = 3. Ordnung sein 
muss. Dieser Zweig , mit einem Wendungspuncte , wird alsdann, indem wir p gegen ^2 ver- 
nachlässigen , annäherungsweise durch die folgende Gleichung dargestellt: 

p2i +-5 = 0. 
Das Charactetistische des Untersciiiedes der beiden Gleichungen (1) und (2) liegt dariu, 
dass die Marke des mittlem Gliedes eine solche Zahl darstellt, die einmal kleiner, das an- 
dere Mal grösser ist als die HäUte der, der Marke des letzten Gliedes entsprechenden Zahl. 
Dazwischen liegt derjenige Fall , für welchen der XVI. Fall ein Beispiel bietet. Hier stellt 
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Zusätzliche Bemerkuqgen.' 



die Glochang : 



P* + p^ + -« =0, 



das System zweier Zweige dar, welche beide mit ihrer gemeinschaftlichen Tangente eiiieu 
Coutact von gleicher Ordnung, hier insbesondere einen gewöhnlichen, haben. 

Nach diesen Bemerkungen könne» wir -ohne Schwierigkeit die allgemeinen Formen der 
Gleichungen von Curven mit einem vielfachen Puncte hinschreiben. Die folgenden Formen 
entsprechen solchen vierfachen Puncten , deren Tangenten alle vier zusammenfallen, und sind 
so weit fortgeführt bis in dem entsprechenden Falle , der fragliche Punct durch vier vollstän- 
dige , sidi berOhrende Zweige gebildet wird. Nach jeder Gleichung ist die Anzahl der Cou- 
stanten bemerkt , welche die bezügliche Curve dngebfisst hat. ' 



I. 

II. 

111. 

IV. 

V. 

VI. 

VIL 

VIU. 

IX. 

X. 

XI. 



p« + ^s = 0, 

P* + p-4 + ^ = O, 

pl + p^Jj + 2^6 = o, 

p« + p(5,+2i) + 27 = 0, 

P« + p*2, + p:?S + 2-7 ==0, 

P« + P'2, +P2s+ ^7= O, 

P* + p(^^5+-26) + ^ = O, 



\r_ 



p« + f^S, + p(21i+^) + 2^, = , 



V 



p« + p^C^,+-5,) + p^ + 2i 

P« + ph:?3+5h-2s) + 2» = o. 



-11) 

-12) 
—13) 
-13) 
-14) 
-15) 

-14) 
-15) 

-16) 

-1?) 

-17) 



p< + p'Jj + p«^, + p^ + ^ = 0. 
In dem Falle I wird der vierfache Punct gebildet durch einen einzigen Zweig ; in den Fällen 
II, IV, VI, VII und Vin durch einen einzelnen Zweig mit dreifiwhem Puncle und einem zwei, 
ten dnfachen Zweige, in den Fällen V und IX aus einer Spitze erster Art und zwei einfa- 
chen Zweigen, in den Fallen III und X durch zwei Spitzen enter Art und endlich im Falle 
XI durch vier einfache Zweige. 

Hier , wie überall in unserer Darstellnngsweise, knüpft sich an die analytische Form 
unmittelbar die geometrische Bedeutung, so wie, umgekehrt, für alle geometrischen Beziehun- 
gen sich unmittelbar die analytische Ausdrucksweise findet. * 



Bona, gedruckt bei Carl Georgi. 
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